V. ARNOLD, A. VARCHENKO, S. GOUSSEIN-ZADÉ 


SINGULARITÉS 
DES APPLICATIONS 
DIFFÉRENTIABLES 


(en deux parties) 
{°° partie 
Classification 


des points critiques, des caustiques 
et des fronts d'onde 


Sous la direction de V. ARNOLD 


ÉDITIONS MIR MOSCOU 


AVANT-PROPOS 


… I n'y a rien de plus enthousiasmant, de plus gran- 
diose, rien qui étourdisse l'esprit humain et s'en rende maitre 
autant que les débuts dans une science. Après les cinq ou 
six premières leçons les espérances les plus Tinineuses vous 
donnent déja des ailes, vous vous voyez déjà le maître 
de la vérité. Moi aussi, je me suis donné aux sciences sans 
réserve, passionnément, comme à la femme aimée. J'étais 
leur esclave et ne voulais connaître nulle autre lumière 
que la leur. Jour et nuit. sans redresser l'échine, je büù- 
chais, je me ruinais en livres, je pleurais quand, sous mes 
veux, des gens exploitaient la science à des fins personnelles. 
Mais mon enthousiasme ne durait pas. C'est que chaque 
science a un début, mais absolument pas de terme, tout 
comme une fraction périodique. La zoologie a decouvert 
trente-cinq mille especes… 

A. Tchékhov 


En voyage *) 


Le présent livre contient les rudiments de la « zoologie » des 
singularités des applications différentiables. Jeune branche de 
l'Analyse, cette théorie est une véritable plaque tournante des ma- 
thématiques contemporaines, à la croisée des chemins menant des 
domaines les plus abstraits des mathématiques (géométrie algébri- 
que et différentielle, topologie, groupes et algèbres de Lie, variétés 
complexes, algèbre commutative...) à ceux qui débouchent sur des 
applications pratiques (équations différentielles, systèmes dynami- 
ques, commande optimale, théorie des bifurcations, théorie des catas- 
trophes, développements asymptotiques des ondes courtes et des 
intégrales de la méthode du point selle, optique géométrique et 
ondulatoire). 

Les principales applications de la théorie des singularités con- 
sistent à mettre en évidence et à étudier de façon approfondie, dans 
chaque cas envisagé, un nombre restreint de singularités simples, 
les plus fréquentes, qui seules se présentent en situation générique, 
car toute singularité plus compliquée se décompose en singularités 
élémentaires par petite déformation de l'objet. Dans le but de faci- 
liter, dans la mesure du possible, le passage des principes de base 
aux applications. nous donnons des listes assez exhaustives, des 
dessins et une clé d'identification des singularités pour toute une 
série d'objets (fonctions, applications, variétés, bifurcations. caus- 
tiques, fronts d'ondes...). Pour ce faire, nous avons tâché de pré- 
senter les principales idées et méthodes. les résultats de la théorie 
des singularités de façon à ce que le lecteur puisse. sans s’attarder 
sur les postulats justificateurs ou « théologiques » de la théorie, ap- 
prendre le plus rapidement possible à utiliser ces méthodes et résultats. 

Nous avons particulièrement veillé à ne pas surcharger l'exposé 
de détails techniques. Les questions les plus simples et les plus impor- 
tantes sont exposées dans le détail, tandis que les parties plus 


*) Anton Tchékhov, Nouvelles et récits. Lausanne, éd. Rencontre, 1964, 
t. 3, p. 257-258. Trad. par Madeleine Durand et Edouard Parayre. 
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spéciales et plus complexes de la théorie ne sont abordées que som- 
mairement. 

Le lecteur n'est censé posséder que des connaissances mathéma- 
tiques sommaires: calcul intégral et différentiel, notions d’algèbre 
linéaire et de géométrie *). L'exposé est conçu de façon à permettre 
au lecteur de « sauter » les passages compliqués sans porter préjudice 
à la compréhension de la suite de l'énoncé. 

La théorie des singularités étant en pleine expansion (voir par exem- 
ple les listes des problèmes non résolus dans [21] et [29]), nous ne 
poursuivons pas le but d’embrasser toutes les tendances actuelles des 
recherches entreprises dans ce domaine, ni toutes leurs applications ; 
on trouvera une bibliographie — assez incomplète — , comptant 
près de 500 références, dans l'ouvrage de Poston et Stewart [247] 
et dans celui de Brieskorn [66]. 

Le présent ouvrage constitue un développement d’un cours pro- 
fessé à la faculté de Mécanique et de Mathématiques de l’Université 
Lomonossov de Moscou entre 1966 et 1983. Nous avons tiré un grand 
profit des notes de cours prises par V. Vasiliev, E. Landis et 
A. Khovanski. Le $ 5 a été rédigé par A. Khovanski. Nous tenons à 
exprimer notre gratitude à ces collègues, ainsi qu'aux participants 
du séminaire sur la théorie des singularités, A. Kouchnirenko, 
E. Korkina et V. Matov, dont le concours nous a été précieux. 

Le cas analytique complexe et les aspects de la théorie des singu- 
larités qui relèvent de la géométrie algébrique, à savoir monodromie, 
intersections, comportement asymptotique des intégrales, structures 
de Hodge mixtes …, sont traités dans la deuxième partie de notre 
ouvrage intitulée Singularités des applications différentiables. 
Monodromie et comportement asymptotique des intégrales, dont la 
traduction française paraîtra aux Editions Mir en 1986. 

Moscou. lassénévo, octobre 1985 Les auteurs 


*) Bref aperçu terminologique à l'usage du lecteur non mathématicien : 

1) on appelle variété une généralisation n-dimensionnelle d'une courbe ou 
d'une surface, et application, celle d'une fonction; un difféomorphisme est une 
application biunivoque, ou bijection, différentiable de même que son inverse; 

2) on appelle transformation d'un ensemble sa bijection sur lui-même; 
le groupe des transformations d’un ensemble est une famille de transformations 
qui contient à la fois la transformation et son inverse, ainsi que le produit de 
multiplication de toutes les transformations prises deux à deux; un groupe 
est le résultat de l’axiomatisation des propriétés des groupes de transformations: 

3) une algèbre est le résultat de l’axiomatisation des propriétés de l’en- 
semble des fonctions sur une variété (on peut comme on le fait pour les fonctions, 
additionner les éléments d'une algèbre, et les multiplier entre eux et par des 
scalaires; ces opérations sont associatives, distributives et commutatives; 
toute algèbre contient un élément unité tel que 1f == f); 

4) un module sur une algèbre est le résultat de l'axiomatisation des proprié- 
tés de l’ensemble des champs de vecteurs sur une variété (on peut additionner 
les éléments du module entre eux et les multiplier par les éléments de l'alzèbre) ; 

5) un idéal, dans l’algèbre, est un sous-module de l’algèbre sur elle-même. 
Par exemple, les fonctions qui s’annulent sur une sous-variété donnée forment 
un idéal dans l'algèbre de toutes les fonctions sur la variété sous-jacente. 


CHAPITRE PREMIER 


NOTIONS FONDAMENTALES 


La théorie des singularités des applications différentiables est 
une ample généralisation de l'étude des maxima et minima des fonc- 
tions d’une variable. Les singularités envisagées n'impliquent donc 
pas l'existence d’une discontinuité ou d’un pôle mais l'annulation 
d'une dérivée ou d’un jacobien. 

Dans ce chapitre nous introduirons des notions fondamentales 
de la théorie des singularités des applications différentiables, telles 
que points singuliers, leurs algèbres locales et autres invariants. Nous 
définirons certaines notions relatives à la stabilité et donnerons 
une première esquisse de classification des singularités. 


$ 1. Quelques exemples élémentaires 


Dans ce paragraphe nous donnons une classification des singula- 
rités des applications différentiables d'espaces de petite dimension 
proposée par H. Whitney. 


1.1. Points critiques des fonctions. On dit qu'un point x est un 
point critique d’une fonction f si la dérivée de f en zx est égale à 0. 


Exemple. Soit f: R—KR une fonction définie par y = x°. Le 
point 0 est un point critique de f. 


On distingue les points critiques génériques, ou non dégénérés, 
et les points critiques dégénérés. 


Définition. Un point critique d’une fonction différentiable est 
appelé non dégénéré si la différentielle seconde de la fonction en ce 
point est une forme quadratique non dégénérée. 


Exemple. Le point critique 0 de la fonction y = xz° est non dé- 
généré, tandis que le point critique 0 de la fonction y = x est dé- 
généré (fig. 1). 


Soit une fonction différentiable arbitraire, voisine (ainsi que ses 
dérivées) de y = 1°. Il est clair qu’au voisinage de 0 cette fonction 
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a un point critique analogue à celui de la fonction y = x. Dans ce 
sens le point critique de y = z° est stable: il ne disparaît pas mais 
se déplace légèrement quand on fait « bouger » la fonction. 

Il en est tout autrement du point critique dégénéré de y = 2 


Exemple. Considérons une famille de fonctions d'une variable 
y = z° + ex. Pour des e petits, on peut assimiler chaque fonction 
de la famille à une petite déformation de la fonction y = x. On 


A 


Fig. 1 Fig. 2 


remarque que, pour cette déformation, le point critique dégénéré 
z = 0 ou bien disparaît (si e > 0), ou bien se sépare en deux points 
non dégénérés situés à une distance de l’ordre de V |e | du point 
dégénéré (si 8 << 0). 


Ainsi donc, le point critique de y = xz° est stable et celui de 
y = zx° est instable. 

Quand il s agit des fonctions d'une variable, l’analyse de la si- 
tuation n'offre aucune difficulté. Considérons l’espace © de toutes 
les fonctions envisagées *). 

Considérons dans cet espace l’ensemble des fonctions qui admet- 
tent des points critiques dégénérés ou qui prennent des valeurs éga- 
les dans des points critiques différents (fig. 2). (Dans le cas où la 
fonction est définie sur un segment, nous assimilerons le point ex- 
trémité à un point critique ; si la dérivée de la fonction ne s'annule 
pas en ce point critique, nous le considérerons comme non dégénéré.) 
ÏJ1 est intuitif que de pareilles fonctions « dégénérées » forment un 
ensemble rare, à savoir une hypersurface, i.e. une surface de codi- 
mension un « définie par une seule équation », dans notre espace de 
fonctions (nous préciserons ces notions dans le texte qui suit et dé- 


*) Ce peut être un espace de fonctions indéfiniment différentiables, ou un 
espace de fonctions suffisamment différentiables, ou un espace de fonctions 
analytiques, voire un espace de polynômes; il est commode de rendre le domaine 
de définition des fonctions compact en considérant les fonctions sur un cercle 
ou sur un segment. 
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montrerons un théorème correspondant dans une situation plus géné- 
rale). Cette hypersurface partage notre espace de fonctions en domai- 
nes tels que les fonctions contenues dans chaque domaine sont « or- 
ganisées » de la même façon: leurs valeurs dans les points critiques 
successifs se suivent dans le même ordre. 

Une fonction qui n'admet ni points critiques dégénérés ni va- 
Jeurs critiques multiples est appelée fonction de Morse. Toute fonction 
de Morse « se conserve » par une petite déformation et se laisse ra- 
mener à la fonction initiale par des changements différentiables des 
variables indépendante et dépendante x, y. Dans ce sens toute fonc- 
tion de Morse est stable. Ainsi donc, pour les applications à espaces 
source et but de dimension un, les applications stables forment un 
ouvert partout dense dans l’espace de toutes les applications. Plus 
est, les applications stables se laissent définir et classifier sous une 
forme suffisamment explicite, et les applications instables, bien 
qu organisées d'une façon beaucoup plus compliquée (les points 
critiques d'une fonction différentiable peuvent former un fermé arbi- 
traire), deviennent stables pour une petite déformation de la fonc- 
tion : chaque singularité composée se sépare en plusieurs singularités 
non dégénérées et stables. 

Le but recherché en théorie des singularités est atteint dans le 
cas particulier des applications sur une droite (théorie de Morse). Les 
résultats correspondants de la théorie de Morse s'énoncent comme 
suit : 

Théorème. 1) Les applications stables f: M" — R!' d'une variété 
fermée *) M" sur la droite forment un ensemble partout dense dans 
l'espace des applications différentiables. 

2) Pour qu’une application f soit stable il faut et il suffit que soient 
vérifiées les deux conditions suivantes: 

M,. L'application f est stable en tout point (autrement dit, tous les 
points critiques de la fonction f sont non dégénérés). 

M2. Toutes les valeurs critiques de la fonction f sont distinctes. 

3) Une application f: M" — R! est stable en un point x, Si 
et seulement si l’on peut introduire dans les voisinages des points 
z0€E M" et yo = f(x) E R!' des coordonnées xz,, . .., Im; y en les- 
quelles l'application se laisse mettre sous l'une des m + 2 formes suivan- 
tes : 

MI. y = zx. 

MIT, y= ri +... +ai— tin —... — Zn 

— (), ::22:5 M 
Pour la démonstration, voir par exemple [218]. 


On se demande s’il en est de même dans le cas multidimension- 
nel, i.e. pour les applications f: M" —> N°" avec m et nr quelconques. 


*) Ici et dans le texte qui suit, on entend par variété fermée une variété 
compacte sans bord. 
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1.2. Points critiques et valeurs critiques des applications diffé- 
rentiables. Soit une application différentiable f: M"—> N". (Géné- 
ralisons la notion de point critique. La dérivée de f en x est une ap- 
plication linéaire de l’espace 7, tangent à la variété source en z 
dans l’espace 7 ,,, tangent à la variété but en f (x): 


fus: TM To N°. 


Exemple. Soit M° la surface d’une sphère dans l'espace tridi- 
mensionnel, V? un plan, f la projection de la sphère suivant la ver- 
ticale sur le plan horizontal (fig. 3). 

L'application linéaire f,. du plan 
T,.M tangent en un point x à la 
sphère, dans le plan 7'},, V tangent au 
plan horizontal, est non dégénérée si z 
n'appartient pas à l'équateur horizon- 
tal de la sphère ; dans le cas contraire 
le plan tangent en zx à la sphère con- 
tient la droite verticale, et l'opérateur 

Fig. 3 de projection f,- a le noyau non tri- 
vial (sous-espace se réduisant à 0). Le 
noyau de f,. dans les points de l'équateur est de dimension 1. 
Le rang de f,, en ces points est 1. 
Donnons une définition générale: 


Définition. Un point x d'une variété M est dit point critique 
de l'application différentiable f: M — N si le rang de la dérivée 


Jéx: T.,.M —} T;N 


en x est inférieur à sa valeur maximale possible, i.e. inférieur à la 
plus petite des dimensions de À et NW: 


rang fx < min (dim M, dim N). 


Remarque. Soient x;, . . ., Tm (TESP. Y1: + + +» Un) des coordonnées 
locales sur un voisinage du point x € M (resp. de f (x) E N). L'ap- 
plication f se définit en ces coordonnées par » fonctions différentia- 
bles de m variables: 


V1 = fa (Z19 EE Zm)s 1 Un = În (Z1s RE Tm)- 


La matrice (f:/0x;) est la matrice jacobienne de l'application. En ces 
termes, x est un point critique si le rang de la matrice jacobienne en x 
est non maximal. 


Exemple. Pour la projection de la sphère sur le plan horizontal, 
tout point de l'équateur horizontal est un point critique. En dehors 
de l’équateur le rang de f,. est 2; aux points de l'équateur ce rang 
tombe à 1. 
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L'image d’un point critique s'appelle valeur critique. 


Exemple. Les valeurs critiques d'une projection sphère sur plan 
forment un cercle qui correspond au contour apparent de la sphère. 


1.3. Equivalence différentiable. La classification des applica- 
tions différentiables peut être établie de différentes façons. La plus 
grossière est probablement la classification topologique: on dit que 
deux applications sont {opologiquement équivalentess'il existe des ho- 
méomorphismes (applications bijectives et bicontinues) des variétés 
source et but qui transforment une application dans l'autre. Les 
fonctions y = x° et y — z* sont topologiquement équivalentes. 

Donc deux applications fn: M — Nh, p = 1, 2, sont topologi- 
quement équivalentes, s’il existe des homéomorphismes h: M, —+ M 
et A: N,— N, tels que f, = kf,h”!. 

Autrement dit, l’équivalence topologique est un diagramme com- 
mutatif 


où les flèches verticales sont des homéomorphismes. 

Pour les problèmes d'Analyse, l’équivalence topologique s'avè- 
re en général trop grossière. Par exemple, la fonction y = x* pré- 
sentant une singularité dégénérée instable est topologiquement équi- 
valente à une fonction stable. On se sert donc, en théorie des singu- 
larités, d'une notion plus fine d'équivalence différentiable. 


Définition. L'équivalence différentiable des applications différen- 
tiables f,: M, — N,, fa: M, — N, est un diagramme commutatif 


J, 
M; —+ NM) 


dont les flèches verticales sont des difféomorphismes (applications 
bijectives différentiables ainsi que leurs inverses *)). 


Remarque 1. Dans le langage des coordonnées locales, l’applica- 
tion y = f(x) est une suite finie de fonctions ; le difféomorphisme 


*) Ici et dans le texte qui suit. à moins d'indication contraire, différentiable 
(ou lisse) signifie « continûment différentiable de classe nécessaire », par exemple 
indéfiniment différentiable. 
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hk, un changement des variables indépendantes z ; le difféomorphisme 
k, un changement des variables dépendantes y. De ce point de vue, 
deux applications sont différentiablement équivalentes pour autant 
que l’on puisse passer de l’une à l’autre par des changements diffé- 
rentiables des variables indépendantes et dépendantes. 


Remarque 2. Le diagramme commutatif ci-dessus n’est autre que 


l'identité 
k (A (TG) = fe (a). 


Dans cette formule »-! est à droite de f, et k, à gauche de j,. C'est la 
raison pour laquelle on appelle les difféomorphismes h-! de l’espace 
source (et les changements des variables indépendantes x) change- 
ments à droite, ou R-changements. Dans le même ordre d'idées, les 
difféomorphismes À des espaces buts (et les changements des varia- 
bles dépendantes y) sont appelés changements à gauche, ou L-change- 
ments. 


Remarque 3. Une autre façon d'exprimer l’équivalence diffé- 
rentiable consiste en ce qui suit. Soient Q(A7, N) l’ensemble des ap- 
plications différentiables de 7 dans NW, Diff À/, Diff N les groupes 
des difféomorphismes de la variété source VW sur elle-même et de la 
variété but W sur elle-même respectivement. 

Le produit direct des groupes 


Diff M X DIN 


se. compose de tous les couples (k, À) de difféomorphismes des espa- 
ces source (À: M—> M) et but (4: N—+ N). 
Le groupe Diff M X Diff N agit sur (M, N) comme suit: si 
fEQ(M,N), hE Diff Met k E Diff N, alors (k, k) f = kofoh”t. 
é On voit sans peine que c’est bien une 
ite du : « 
point g action, 1.e. que 


(ile, kike) Î — (Ra; ki) (Re ke) ÿ)- 
C'est une action à gauche et à droite *), 


ou RL-action (Diff M est une action 
à droite et Diff V une action à gauche). 


ps En ces termes, la définition de l’équi- 
valence différentiable s’énonce ainsi: deux 
Fig. 4 applications de M dans N sont différentiable- 
ment équivalentes si et seulement si elles 


appartiennent à une même crbite de RL-action (fig. 4). 


Exemple. Les composantes connexes de l’ensemble de toutes les 
fonctions de Morse (définies au n° 1.1) sont des orbites d’une RL- 
action des composantes connexes de Diff M : Diff N. 


*) Ne pas confondre avec l’action à gauche au sens algébrique. 
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1.4. Stabilité. Soit une application différentiable f: M —+ N 
d'une variété fermée A dans une variété N. 


Définition. On dit que l'application f est différentiablement sta- 
ble (ou, d’une façon plus détaillée, différentiablement stable à gauche et 
à droite, en abrégé RL-différentiablement stable, ou enfin stable tout 
court) si toute application suffisamment proche *) de f lui est dif- 
férentiablement équivalente. 

Autrement dit, f est stable si sa RL-orbite est ouverte. 


Exemple. La projection sphère sur plan est stable. L'application 
du cercle {z mod 2x} dans la droite {y} définie par y = sin 2x 
est instable. 


Remarque. Quitte à remplacer « différentiable » par « topolo- 
gique » dans la définition précédente, on obtient la définition de la 
stabilité topologique. 


Exemple. La projection sphère sur plan est topologiquement sta- 
ble, comme toute application différentiablement stable. Il existe 
pourtant des applications stables topologiquement mais non diffé- 
rentiablement, mais exhiber un exemple n'est pas chose facile (voir 
[207]). La formule y = sin 2x définit une application topologique- 
ment instable d’un cercle dans une droite. 

Les notions introduites admettent aussi des variantes locales. 
Par exemple, la singularité en 0 de la fonction y — r° est stable et 
la singularité en 0 de la fonction y = r° est instable. Pour donner 
une définition formelle de stabilité d’une application en un point, 
introduisons quelques termes. 


Définition. On appelle germe d'application M — N au point x 
de M la classe d'équivalence des applications @: U — N (dont cha- 
cune est définie dans un voisinage (particulier) ÜU de x € M); deux 
applications sont considérées comme équivalentes si elles se con- 
fondent dans un voisinage de x (ce dernier voisinage peut être 
plus petit que l’intersection des voisinages où les deux applications 
sont définies). Si deux applications appartiennent à une même clas- 
se, on dit aussi qu'elles ont un germe commun en zx (fig. 5). 

Autrement dit, le germe d’une application f en un point x est 
ce qui en reste quand on « réduit indéfiniment son domaine de défi- 
nition ». 


Définition. On dit que deux germes d'applications différen- 
tiables sont RL-équivalents, ou différentiablement équivalents, ou 
équivalents tout court s’il existe des germes de difféomorphismes de 
la source et du but qui font passer du premier germe au second (si 


*) Suffisamment peu différente de f, à condition de prendre en compte un 
nombre suffisamment grand de dérivées. 
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le germe de ñ en x, est équivalent à celui de f, en x, il existe un ger- 
me en 2, d'un difféomorphisme À de x, à x. et un germe en f, (x;) 


N & 
N| ÿ 
f NE 
x M x x M 
Fig. 5 Fig. 6 


d'un difféomorphisme k de f, (x1) à f: (22), tels que k (f, (k”!{x))) = 
= f, (x) dans un voisinage suffisamment petit de x.). La classe 
d'équivalence d’un germe en un point critique s'appelle singularité. 


Définition. Un germe d'application différentiable f: :H — :V en 
un point x de .W (fig. 6) est dit RL-stable, différentiablement stable, 
ou stable tout court si, pour un voisinage aussi petit que l’on veut 
U de x, il existe un voisinage E de l’application *) f dans Q (1, N) 


tel que pour toute application Î de E dans U il existe un point z x tel 


que le germe de en x soit équivalent au germe de f en x. 

Il est facile de s'assurer que la stabilité en un point caractérise 
le germe et non l’application: cette propriété est conservée par toute 
variation de f où au moins un voisinage de z reste intact. 

On définit de même l’équivalence topologique des germes et la 
stabilité topologique des germes. 


Exemple. Les germes d'applications y = x? et y =zx* de la 
droite réelle en O0 sont topologiquement équivalents. Le germe de 
y = x° en Oest topologiquement (et même différentiablement) sta- 
ble. Le germe de y = z*en O est différentiablement (et même topo- 
logiquement) instable. 


1.5. Applications stables de variétés de dimension 2 sur des varié- 
tés de dimension 2. Commençons par un exemple déjà examine: 
la projection sphère sur plan (fig. 3). Les singularités de la projec- 
tion sont les points de l'équateur. Il est intuitif que tout germe 
d'application en un point quelconque de l'équateur est stable. 


*) Le voisinage d'une application donnée f est l'ensemble de toutes les 
applications peu différentes de f, à condition de prendre en compte leurs déri- 
vées jusqu'à un certain ordre. Dans le cas local envisagé. on peut admettre que 
M CRM et N © R' sont des parties d'espaces euclidiens et que ÆE se définit 


par les inégalités || f — f Il << e, où || g [là = sup | 9%g/92°|. 
la < 


& 
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On imagine difficilement d'autres singularités stables d’applica- 
tions de variétés de dimension 2 sur des variétés de dimension 2. 
En effet, les images visuelles de solides à surface lisse à trois dimen- 
sions sont leurs contours apparents composés des valeurs critiques 
de l'application de projection de la surface sur la rétine de l'œil. 
Nous avons généralement l'impression que ces contours apparents 
sont des courbes lisses. Or, il suffit de regarder avec un peu plus 
d'attention autour. de soi (par exemple d'examiner les visages des 
voisins) pour découvrir qu'il existe, en plus des singularités du type 
de la projection de points équatoriaux, encore un type de singularité. 
Il a été découvert par H. Whitney qui, dans un travail datant de 
1955 [334], a donné une description exhaustive des singularités d'ap- 
plications génériques de variétés de dimension 2 sur des variétés de di- 
mension 2. Le travail de Whitney étant fondamental en théorie des 
singularités., l’année 1955 est considérée donc comme date de fonda- 
tion de la théorie. 

Whitney a établi que toute application différentiable d'une variété 
bidimensionnelle compacte dans une variété bidimensionnelle se laisse 
approcher d'aussi près que l'on veut (avec des dérivées d'ordre aussi 
élevé que l’on veut) par une application stable. 

En plus, il a étudié la structure des applications stables. Une 
application stable admet en tout point un germe stable. Whitney a 
décrit tous les germes stables d'applications de variétés de dimen- 
sion 2:il y en a exactement trois, à l’équivalence différentiable près. 
I] a montré enfin qu’une application d'une variété compacte de di- 
mension 2 sur une variété de dimension 2 est stable si son germe en 
tout point est stable et les valeurs critiques sont « génériques ou en 
position générale » (ceci est une généralisation de la condition de 
non-coincidence des valeurs critiques en des points critiques diffé- 
rents pour les fonctions de Morse, voir n° 1.1). 


Théorème de Whitney. Une application d'une variété bidimension- 
nelle dans une variété bidimensionnelle est stable en un point si et seu- 
lement s’il existe des coordonnées locales (x;, x.) sur la source et (y;, y) 
sur le but, telles que l'application peut s'écrire sous l'une des trois 
formes suivantes: 


WI U1 = Lys Yo = Lo (point régulier), 
WII = Zi, Ye = Le (pli), 
WIIl y = x; + 2172, Ye = 2, (fronce) 


(le point en question ayant comme coordonnées x, = x: = 0). 

Autrement dit, tout germe stable d'application d’une variété 
bidimensionnelle sur une variété bidimensionnelle est différentia- 
blement équivalent à l’un des trois germes d'applications en 0 énu- 
mérés. 
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Le premier est un germe de difféomorphisme. Toute application 
différentiable de variétés de dimension 2 au voisinage d'un point non 
critique se laisse réduire à cette forme. 

La singularité du deuxième type s'appelle le pli. Cette applica- 
tion plan sur plan peut être assimilée à une famille d'applications 
droite sur droite (y, = x) qui dé- 
pendent (trivialement) d'un para- 
mètre (Y2: = Lo). 


Exemple. La projection sphère 
sur plan horizontal admet, à l’équa- 
teur horizontal, une singularité 
du type pli: on le voit facilement 
en choisissant des coordonnées loca- 
les convenables (x; et y, comme 
longitude, x, comme latitude, fig. 7). 


1.6. Fronce de Whitney. On ap- 
pelle fronce de Whitney la troisième 
singularité stable de la liste ci-des- 
sus, i.e. la singularité en 0 de l’ap- 
plication 


Yi —= z° + Tile, Yo = La. 


Visualisons-la comme singularité 
de la projection verticale d'une 
surface lisse d'un espace tridimen- 
sionnel sur un plan horizontal. 
A cet effet, considérons la sur- 
face graphe de la fonction y, = 
= r) + z,z, dans l'espace tridi- 
mensionnel muni de coordonnées 
(z1, Ze, Y1) (fig. 8). Elle est diffeo- 
morphe au plan (tout graphe d’ap- 
Fig. 8 plication différentiable est difféo- 
morphe à son domaine de définition): 
on peut prendrezx;, x. pour coordonnées sur la surface. Soit l’inter- 
section de la surface avec le plan vertical z, — Cte. Pour x, fixé, 
l'équation y, = x; + z,7, définit une parabole cubique contenue 
dans le plan vertical. On voit trois telles paraboles sur la figure 8. 
Si za —>0, alors y, croît monotonément en fonction de zx, le 
long de la courbe cubique correspondante. Par contre, si ze 0, 
alors y, admet deux points critiques : un maximum local et un mini- 
mum local. 
Projetons notre surface sur le plan horizontal : 


(trs Las Ya) > (Ta, Yi). 
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Nous obtenons une application différentiable surface sur plan qui 
présente à l'origine une singularité de type fronce. En effet, intro- 
duisons les coordonnées (x,, x.) sur la surface et (y,, y: = x.) sur 
le plan horizontal. En ces coordonnées l'application de projection se 
définit exactement par les formules de la fronce de Whitney. Le 
théorème de Whitney dit que cette singularité est stable. En particu- 
lier, quand on fait bouger la surface dans l’espace à trois dimensions, 
on obtient une surface dont la projection sur le plan horizontal ad- 
met une singularité analogue dans un point proche de l’origine. 


Problème. Chercher les points critiques de l'application de Whit- 
ney 
Yi = Ti + Tito Ya = Loc 
Solution. La matrice jacobienne s'écrit 
dy \__[3ritz 
2) = ( 0 1 | : 
Dans les points critiques le rang de cette matrice est inférieur à 2, 
i.e. son déterminant est nul, 3x! +zx, —0. Par conséquent, l’ensem- 
ble des points critiques est une courbe lisse. Sur 
le plan muni de coordonnées (zx,, x.), l'équation * 
3x? + x: = 0 définit une parabole (fig. 9). 
Les points critiques de projection de la sur- 
face y, — zi + 172 (fig. 8) sont les points en x: 
lesquels la tangente à la surface contient une 
droite verticale. Il est clair que tels sont tous 
les points critiques de la fonction y, sur les pa- 
raboles cubiques de la fig. 8. Nous en déduisons y, 
que ces points forment une courbe lisse (ce qui 
n'était nullement évident sans le calcul). 


Problème. Chercher les valeurs critiques de 72 
l'application de Whitney. 
Solution. Ce sont celles qui correspon- Fie 9 
dent aux points critiques zx, = — 3zr°. Substi- Li 
tuant à z. son expression en fonction de z;, on 
obtient l'équation paramétrique le l’ensemble des valeurs critiques: 


Dh=Tit+ate —21 Yi = tr = — Br. 


Ainsi donc, l’ensemble des valeurs critiques est une parabole 
semi-cubique sur le plan (y,, y.). Cette courbe admet un point singu- 
lier à l’origine : un point de rebroussement, ou cusp. Elle divise le 
plan en deux domaines. Tout point appartenant au plus petit domai- 
ne admet trois images réciproques par l’application de Whitney, et 
tout point du plus grand domaine, une seule image réciproque. 


Remarque. Si l’on regarde la surface de haut en bas, on ne voit 
que le pli supérieur qui se termine au point fronce : l’image du pli a 
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donc l’aspect d’une moitié de parabole semi-cubique. La plupart des 
surfaces qui nous entourent ne sont pas transparentes : nous voyons 
donc que le pli se termine au point fronce mais nous ne remarquons 


pas le cusp. 


Eremple. Regardons la surface d’un tore dans l’espace à trois 
dimensions (fig. 10): nous distinguons nettement deux points fron- 
ces. Si le tore était transparent, nous pourrions voir quatre points 
fronces, comme sur la figure 11. Les tores transparents étant rares 


\ ATTE 
\ | 
| | 
\ [ 
| | 


Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12 


dans la vie quotidienne, examinons la surface lisse d'une bouteille 
de verre : nous remarquons sans peine deux points fronces sur le gou- 
lot (fig. 12) et nous nous assurons vite qu'ils sont stables en faisant 
bouger la bouteille. 


1.7. Les catastrophes. D'après le théorème de Whitney, les plis 
et les fronces sont conservés par de petites déformations, alors que 
toute singularité de structure plus complexe se décompose en plis 
et fronces sous une petite déformation: de ce fait, les applications 
différentiables génériques de variétés bidimensionnelles ne présentent 
jamais de singularités composées. Les applications différentiables 
sont partout ; donc, en vertu du théorème de Whitney, il est normal 
que l’on rencontre à tout bout de champ des contours de plis et des 
cusps de paraboles semi-cubiques sur ces contours. 

Ce théorème remarquable a fait naître toute une foule de spécula- 
tions, liées pour la plupart aux noms de R. Thom et de E. C. Zeeman. 
Ils ont introduit le terme de théorie des catastrophes, sous lequel ils 
entendent tout le domaine d'applications du théorème de Whitney. 
Des centaines de travaux, en général de caractère appliqué, sont con- 
sacrés à la théorie des catastrophes. Le schéma de raisonnement des 
auteurs est à peu près le même. On considère une surface lisse dans 
l’espace tridimensionnel (le plus souvent sans aucune information 
sur cette surface), ainsi que sa projection sur un plan. Puisqu'’on igno- 
re tout de la surface, on la suppose générique. Une telle surface 
ne peut avoir d'autres singularités de projection que des plis et des 
fronces. Cela est déjà suffisant pour se faire une idée des sauts, ou 
« catastrophes », qui peuvent se produire sur les objets considérés. 
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Nous allons donner un exemple d’«application pratique» de ce 
type, tiré plus ou moins des travaux de Zeeman. 

Proposons-nous de caractériser un esprit créateur, par exemple 
un chercheur, par trois paramètres : « techniques » (maîtrise) T, «en- 
thousiasme » (motivation) E, «résultats » R. Il doit exister entre ces pa- 
ramètres une certaine relation: on a donc une surface dans l’espace 
tridimensionnel muni de coordonnées (T, E, R). Projetons cette sur- 
face sur le plan (T, E). La surface étant générique, l'application de 
projection ne peut avoir d'autres singularités que des plis ou des 
fronces. On prétend que la fronce 
représentée sur la figure 13 traduit = 
de façon suffisamment fidèle les 
phénomènes observés. 

En effet, voyons dans quelle 
mesure les résultats obtenus dépen- DE 
dent de la maîtrise et de l’enthou- 
siasme du chercheur. S'il est peu 
passionné pour ses recherches (E 
petit), les résultats croissent mono- 
tonément et lentement en fonction / 
des techniques employées (T). Si 
l’enthousiasme est grand, le carac- 
tère de l’évolution change: les ré- 
sultats peuvent croître brusque- Fig. 13 
ment, par bond. On est alors dans 
le domaine des résultats remarquables (domaine « génies » sur notre 
surface). 

D'autre part, si l’enthousiasme augmente mais la maftrise reste 
médiocre, onse trouve dans le domaine « fous». Il est remar- 
quable que les « catastrophes » — les passages brusques entre les do- 
maines « génies» et «fous» — ont lieu sur des lignes diffé- 
rentes et à condition d’avoir beaucoup d'enthousiasme et à maîtrise 
égale, le génie et le fou. peuvent ne différer que par les résultats 
obtenus. 

Les défauts manifestes du modèle décrit nous dispensent d'entrer 
dans les détails (voir par exemple [247]). 

La théorie des singularités a bien des applications sérieuses : en 
théorie de l'élasticité, en optique (singularités des caustiques et des 
fronts d'onde), en théorie des intégrales oscillantes (méthode de la 
phase stationnaire), etc. Nous reviendrons sur ces applications 
après avoir développé des techniques adéquates. 


1.8. Champ des noyaux de la dérivée pour le pli et la fronce. 
Décomposition des singularités plus complexes. Revenons à la fronce 
de Whitney (fig. 9) f: R°—- R3 : 


Ya = + Tao Ya = Lo. 
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Problème. Chercher le noyau de la dérivée f,. de l’application f 
au point x. 
Solution. La matrice jacobienne 


Ft à) 


est de rang 2 en tout point sauf aux points critiques. Le lieu des 
points critiques est une parabole 3r° + x, = 0 ; en ces points le rang 
de la matrice jacobienne est 1. Par conséquent, 
le noyau de la dérivée est de dimension 1 dans 
tous ces points (aux points pliscomme au 
point fronce). 

On voit donc naître, sur la parabole des 
points critiques, un champ de droites: c’est le 
champ des noyaux de la dérivée. 

En examinant la matrice jacobienne, on 
remarque que le noyau de la dérivée est pa- 
Fig. 14 rallèle en tout point à l'axe des zx, (fig. 14). 


Remarque. De la solution du problème on voit que le noyau de la 
dérivée n'est tangent à la courbe des points singuliers qu'au point 
fronce. Cette particularité permet souvent de rechercher bien vite 
les points fronces des applications génériques de variétés de dimen- 
sion 2. En vertu du théorème de Whitney, pour une telle application 

1) l’ensemble des points critiques est une courbe lisse, 

2) le noyau de la dérivée en tout point de la courbe est de dimen- 
sion un, 

3) le noyau de la dérivée cest transversal à la courbe en ses points 
génériques mais lui est tangent en quelques points particuliers. 

Ces derniers sont précisément les points fronces. 


Exemple. Considérons l'application du plan d’une variable com- 
plexe z = x, + ir, sur le plan d’une autre variable complexe w = 
= y, + iys, définie par w = z°, comme une application différentia- 
ble d’un plan réel de dimension 2sur un plan réel de dimension 2: 


_ 2 2 _ 
Yi = Li — Lay Ye —= TT o. 


La dérivée est de rang 2 partout sauf en z = 0, où elle s'annule 
et a donc le noyau de dimension 2. 

Nous en tirons la conclusion que l'application envisagée admet à 
l'origine une singularité différente d’un pli ou d’une fronce. Par 
conséquent, d’après le théorème de Whitney, il s’agit d’une applica- 
tion instable: quand on Îla fait bouger, sa singularité en 0 doit se 
décomposer en plis et fronces. 

Dans la classe des germes d'applications holomorphes C1 — C! 
la singularité w — z° est stable. Pour retrouver la situation généra- 
le dans la classe des applications réelles, il est indispensable d’intro- 
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duire une perturbation telle que les applications cessent d’être ho- 
lomorphes. Le plus simple est de prendre comme application pertur- 
bée 


w = 2° + ez. 


Pour | e | suffisamment petit, elle reste proche de l'application 
initiale en tout cercle fixé. 

Puisqu'’on peut faire varier e en multipliant z et w par un nombre, 
il suffit d'examiner l’application en prenant un e non nul sans de- 
mander qu'il soit petit. 


Fig. 19 Fig. 16 


Soit e —= 2. Etudions les singularités de l’application du plan 
réel {z} sur le plan {w} définie par la formule 


w = 2? + 22. 


Problème. Chercher l'ensemble des points critiques de l'applica- 
tion. 
Solution. La dérivée de l'application prend sur un vecteur 


E la valeur dw (£) = 2zE + 2E. La dérivée est dégénérée si l'équa- 


tion 2zÈ + 2 — 0 admet une solution E non nulle. On a z = — E/E, 
d’où |z | = 1. Ainsi donc, le lieu des points critiques est un cercle 
de rayon f. 


Problème. Chercher le champ des noyaux de la dérivée de Îl’ap- 
plication sur le cercle des points critiques. 


Solution. De la formule z — — E/E ci-dessus on voit que 
le noyau de la dérivée tourne de l’angle x dans le sens négatif pen- 
dant que z parcourt une fois le cercle des points critiques dans Île 
sens positif. De plus, le noyau est tangent au cercle en z = 1. Le 
champ des noyaux est donc de la forme montrée sur la figure 15; 
il est tangent au cercle des points critiques en trois points. 


Problème. Chercher le lieu des valeurs critiques de l'application. 
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Solution. Soit z = ei un point critique. La valeur criti- 
que associée à ce point est w —= 2e”i° + e*iv, C'est l’équation para- 
métrique d’une hypocycloïde à trois rebroussements (fig. 16). En 
effet, considérons un petit cercle de rayon 1, ou roulante, qui roule 
sans glisser à l’intérieur d’un cercle plus grand, ou base, de rayon 3. 
Le centre de la roulante décrit alors un cercle de rayon 2, sa vitesse 
angulaire étant la moitié de la vitesse de rotation de la roulante et 
dirigée en sens contraire. Un point de la roulante décrit une hypocy- 
cloïde. La formule ci-dessus traduit justement ce résultat. 


Remarque. On montre que l'application étudiée n'admet que des 
singularités stables. Il ressort alors des résultats des problèmes pré- 
cédents que, d'après le théorème de Whitney, l'application en ques- 
tion possède trois points fronces reliés par une ligne de pli en forme de 


XX FRY 
à À AOC 


(a 
Fig. 17 


cercle. Ainsi donc, le point singulier composé de l'application w = 
= z° se sépare en trois points fronces quand on fait bouger l’appli- 
cation w = = + ez. 

Remarquons en outre que pour |e | petit le cercle des points 
critiques a aussi un rayon très petit (égal à |e | /2), si bien que tous 
les trois points fronces sont très rapprochés. 


Problème. Faire les dessins des images de cercles de rayons diffé- 
rents |[z|—7r par l’application w = 2° + 2z. 

Solution. Comme 0 se transforme en 0, l’image d'un cercle 
de petit rayon est peu différente d'un petit cercle centré en 0. Quand 
r croît de 0 à 1, on obtient une famille de courbes lisses tendant vers 
une hypocycloïde à trois cusps (fig. 17, a). Pour dessiner l’image 
d'un cercle de rayon un peu plus grand au voisinage des images des 
points fronces, on peut prendre pour modèle la fronce représentée sur 
la figure 8. Au voisinage de l’image d’un point pli, cette image du 
cercle se situe du même côté de l’hypocycloïde que celle du cercle 
de rayon légèrement inférieur à 1. On obtient une courbe à trois bou- 
cles proche d’une hypocycloïde (fig. 17, b). 

En faisant croître encore plus le rayon du cercle image récipro- 
que, les boucles deviennent plus amples et la courbe s'éloigne de 
l'hypocycloïide. Pour un certain r on a un point triple (fig. 17, c), 
puis la courbe passe par les images des points fronces (fig. 17, d), 
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et finalement on obtient une courbe à trois points doubles qui ne 
rencontre pas l’ensemble des valeurs critiques (fig. 17, e). 


Remarque. La dernière courbe est proche d'un cercle ; elle entoure 
deux fois w — 0 pendant que z fait un tour autour de 0. En effet, 


l'application w = 2° + ez tend en tout domaine fini vers w = z° 
quand & — 0; de ce fait, l'application w = z° + 2z doit se compor- 
ter « au voisinage de l'infini» « à peu près comme » w = 2°. 

Problème. Les points des domaines intérieur et extérieur à l’'hy- 
pocycloïde des valeurs critiques, combien d'images réciproques 
admettent-ils par l'application w = z°<+ ez? 

Réponse. Quatre à l'intérieur, deux à l'extérieur 

On montre que la singularité de w = z° en 0 se décompose en 


trois fronces non seulement pour la petite déformation w = z°<+ ez 
mais aussi pour toute petite déformation générique. 


Problème. Considérons une application plan sur plan, produit 
direct de deux plis: 


Yi = Th Ye = 2. 
On demande d'étudier les singularités de sa déformée: 
Yi = Zi Etes Ye = Ti + Een, € petits. 
Réponse. Voir fig. 18. 
1.9. Singularités des applications de variétés de dimension 2 dans 


des variétés de dimension 3. Whitney a également décrit les singu- 
larités des applications génériques de variétés bidimensionnelles en 


Fig. 18 Fig. 19 


variétés tridimensionnelles. Elles sont aussi en nombre fini. L'ima- 
ge par une telle application est unesurface dans l’espace tridimension- 
nel. Les singularités évidentes sont des lignes d'intersection de deux 
feuillets sous un angle non nul, ainsi que des points où viennent se 
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couper trois feuillets. Il se trouve qu’en dehors de ces singularités, 
les applications génériques ne peuvent en présenter qu’une seule. 
C'est une singularité stable. L'image par l'application cor- 
respondante est une surface remarquable dans l’espace tridimension- 
nel, dite parapluie de Whitney (ou de Cayley), montrée sur la figu- 
re 19. 

La surface représentée coupe les plans y, = Cte suivant des pai- 
res de droites y? = ay; et les plans y, = Cte suivant des paraboles 
Ys = by. Son équation est donc y? = y:y2. 


Remarque. Dans R* l'équation indiquée est vérifiée non seulement 
par les points de la surface représentée où la ligne de self-intersection 
est le demi-axe positif des y, mais en général par tous les points de 
l’axe des y.. L'ensemble défini par cette équation a donc bien la for- 
me d'une espèce de parapluie ayant pour manche le demi-axe né- 
gatif des ys. 


Problème. Chercher une application différentiable R?—- R° 
ayant pour image le parapluie de Whitney sans manche. 
Réponse. Y1 = Tite, Ye = Tes Ys = Ti 


Définition. On appelle singularité de Whitney d'une application 
R?— R° un germe d'application en 0 du plan dans l’espace, défini 
par la formule précédente 


Whitney a montré que cette singularité est stable, que toute 
application d’une variété compacte de dimension 2 dans une variété 
de dimension 3 se laisse approcher par des applications stables et 
que les applications stables n'ont aucune autre singularité (voir 
[337], [338)). 


1.10. Autres dimensions. Une application générique du cercle 
dans l’espace tridimensionnel n’a aucune singularité: une petite 
déformation suffit à supprimer toutes les singularités. Encore dans 
les années trente, Whitney a montré qu'une application différentia- 
ble générique f: M" — N° n'a pas de singularités (i.e. est un plonge- 
ment) si l’espace but est de dimension suffisamment élevée, plus 
exactement si r > 2m *). Pour nr = 2m on établit tout aussi facile- 
ment la liste des singularités (seules apparaissent des self-intersec- 
tions transversales de l’image), voir [335]-[(338)]. 


*) La dimension de l’espace des cordes d’une variété A1" plongée dans 
Rt est égale à 2m, celle de l'espace des tangentes, à 2m — 1, et celle de l'espace 
des directions dans Rk, à k — 1. La projection de M" dans R#-! est donc un 
plongement pour presque toute direction de projection, à condition que k > 
> 2m + 1. Si k est suffisamment grand, on n'a aucune peine à approcher l’ap- 
plication différentiable de M" dans R4 par un plongement. En faisant les 
rojections (R# —> Rh-1+ ,,,.— R2M*%), on finit par obtenir un plongement 
ke MM dans Rm"1, 
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Le cas contraire où le but est de faible dimension est celui d’une 
fonction unique, n = 1. Dans ce cas toutes les singularités d’une ap- 
plication générique sont stables comme précédemment, et toutes les 
applications stables se définissent localement par une liste finie 
Yy=zrouy=+r +...+zn). 

Nous avons réuni sur la figure 20, dans le plan (m, n), tous les 
cas envisagés jusqu'à présent. En ces dimensions les applications 
génériques sont stables. Or, on constate que la situation n'est pas 


Fig. 20 


aussi bonne pour tous (m, n). Par exemple, pour m = n = 9 l'en- 
semble des applications stables n’est pas dense dans l’espace des ap- 
plications et on ne peut pas dresser une liste finie des singularités 
d'applications génériques. Les classes d'équivalence différentiable 
des singularités des applications génériques en un point ne forment 
pas alors un ensemble discret mais un ensemble continu (il existe 
des invariants continus des singularités, ou modules). Il y a plus: 
quand m et nr sont grands, le nombre de modules devient infini lui- 
même et les types des singularités commencent à dépendre de fonc- 
tions arbitraires dont le nombre d'arguments croît avec la dimen- 
sion. Nous reviendrons sur cette question au $ 3 (n° 3.7, p. 59). 


$ 2. Classes Z! 


Dans ce paragraphe les singularités seront classifiées suivant le 
rang de ia différentielle première de l’application et suivant les 
rangs de ses restrictions aux sous-variétés des singularités. 


26 NOTIONS FONDAMENTALES (CE I 


2.1. Classification suivant la dégénérescence de la différentielle 
première. Soient f: M7 N'" une application différentiable et 
fex: TM — TV" sa dérivée au point x. 


Définition. On dit que x est un point de classe Z° pour fsi le 
noyau de f,. est de dimension i. L'ensemble des points de classe Z' 
pour / forme une partie de M, dite ensemble 

Z' pour f, qui se note Z' (f). 


Exemple. Pour l’application de la fronce 
MuUDU} de Whitney (fig. 21) 


M = R°, N = R°, h (T1 Te) — 1i + T1Tos 
ff fa (Zur Te) = Lo 


tous les points critiques sont de classe Z'! et 
tous les points non critiques de classe 2°. 


Remarque. En particulier, tous les points 
Fig. 21 plis et fronces sont de même classe Z1, 


L'application w — z° du plan réel admet en 0 une singularité 
de classe Z2. D'après le théorème de Whitney, les applications géné- 
riques de variétés de dimension 2 n'ont pas de singularités de classe 
Z2. Une question se pose: quelle est la structure de l’ensemble 
Zi(f) pour une application générique f: M" —+ N"? En particulier, 
quelle est sa dimension et dans quelles conditions est-il non vide? 
Pour formuler la réponse, nous aurons besoin d'une 


Définition. Soit A: R”"— R'" un opérateur linéaire de rang r. 
On appelle corang de À dans le but (resp. dans la source) la différence 
n —r (resp. m—r). 


Remarque. Les corangs sont liés à la dimension à du noyau par 
des formules évidentes :m—r=i; n—r=n—m + i. 


Théorème (+ formule du produit des corangs »). Pour les applica- 
tions génériques *) f: M" N" tous les ensembles Z' (f) sont des 
sous-variétés différentiables dans l’espace source. La codimension de la 
variété Z'(f) est alors égale au produit des corangs: 


dim M — dimZt(fj=(m—r)(n —r) 


(la dimension est négative quand l'ensemble est vide). 
Pour comprendre l’origine de cette formule, considérons d’abord 
le problème correspondant d’algèbre linéaire. 


*) L'ensemble des applications qui ne vérifient pas ce théorème est une 
réunion au plus dénombrable d’ensembles fermés, nulle part denses dans l’espace 
des applications différentiables ; si par ailleurs M est compact, alors l'ensemble 
des applications génériques en question est ouvert et partout dense. 
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2.2. Stratification de l’espace des opérateurs linéaires. Considérons 
l’ensemble des opérateurs linéaires À : R”" —> R'". C'est un espace 
vectoriel de dimension finie mn (en choisissant convenablement les 
bases, on identifie les opérateurs avec des matrices d'ordre m X n). 
Cet espace sera noté L (m, n). Les groupes des changements linéai- 
res de coordonnées dans l’espace source GL (m) et dans l’espace but 
GL (nr) operent dans l’espace des matrices L (m, n): on a donc une 
RL-action du produit direct des deux groupes. Deux matrices sont 
dans une même orbite de l’action si elles sont matrices d’un même 
opérateur pour deux choix différents de bases dans les espaces sour- 
ce et but. 

Quitte à choisir convenablement les bases, on peut mettre la 
matrice de tout opérateur À sous une forme spéciale 


: E, 


_(4D= (5) n, 


Se, © 
m 


où E, est la matrice unité d'ordre r = rang À. Ainsi donc, l’ensemble 
des matrices d'ordre m X n, de rang r, est une orbite unique de la 
RL-action du groupe GL (m) X GL (n) sur L (m, n). 


Lemme. L'ensemble de toutes les matrices de rang r forme dans 
L (m, n) une sous-variété différentiable de codimension égale au produit 
des corangs. 

Démonstration. Puisque toute matrice d'opérateur de 
rang r se laisse mettre sous la forme À, par un choix convenable de 
la base, il suffit de démontrer le lemme dans un voisinage de cette 
matrice. Mettons une matrice proche de À, sous la forme À = À, + 
— (ar,1). Quand (a,.,) sont petits, le rang de À est non inférieur à r. 
Il devient égal à r si et seulement si tous les mineurs d'ordre r + 1 
encadrant Æ, sont nuls. 

Nous obtenons un système d'équations en éléments de la matrice 
(az,:), équations qui définissent la variété L, au voisinage de la ma- 
trice À ,. Le nombre d'équations est égal à celui des mineurs enca- 
drants d'ordre r + À, i.e. au produit des corangs (m — r) (n — r). 
Ces équations sont indépendantes. En effet, considérons un mineur 
encadrant obtenu en ajoutant la ligne et la colonne dont l’intersec- 
tion contient a;,,. Le développement taylorien de ce mineur suivant 
a commence par le terme a;,, + © (a°). Pour cette raison les diffé- 
rentielles en 0 de nos (m — r)(n — r) mineurs sont indépendantes. 

Puisque les différentielles des mineurs sont indépendantes, la 
nullité des mineurs définit, d'après le théorème de la fonction impli- 
cite, une sous-variété dont la codimensionest égale au nombre d’équa- 
tions, ce qu'il fallait démontrer. 
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La partition de l'espace des opérateurs linéaires (matrices) 
L (m, n) en sous-variétés L, d'opérateurs (matrices) de rangs diffé- 
rents s'appelle stratification naturelle (canonique), et les variétés L,, 
les strates. Nous venons de calculer les codimensions des strates : elles 
sont égales aux produits des corangs. Par exemple, pou m=n 
les strates de corang 1, 2, 3, .… ont les codimensions respectives 
1, 4, 92 


Problème. Chercher la codimension de l’ensemble des matrices 
symétriques de corang # dans l’espace des matrices symétriques d'’or- 
dre 7. 

Réponse. k(k + 1)/2, i.e. 1, 3, 6,... pour 4 = 1, 2, 3... 


2.3. Théorèmes de transversalité. Pour déduire le théorème énoncé 
au n° 2.1 du lemme algébrique du n°2.2, introduisons quelques no- 
tions et théorèmes généraux. 


Définition. On dit que deux sous-espaces vectoriels d’un espace 
vectoriel de dimension finie sont transversaux si leur somme occupe 
l’espace tout entier (fig. 22). 


Exemple. Deux sous-espaces de dimension 1 d’un espace de di- 
mension 3 ne sont jamais transversaux ; ses deux sous-espaces distincts 


Fig. 22 Fig. 23 


de dimension 2 sont toujours transversaux ; enfin, un sous-espace 
de dimension 1 et un sous-espace de dimension 2 de cet espace ne sont 
transversaux que si le premier n'appartient pas au second. 


Définition. Soit une application différentiable f: À — B d’une 
variété À dans une variété B,et soit C une sous-variété différentia- 
ble de B. On dit que l'application f est transversale à C au point a de 
À sif (a) n'appartient pas à C ousi (fig. 23) l'image par l'application 
dérivée f,4 de l’espace tangent en a à À est transversale à l’espace 
tangent à C: 


feaTaÀ + Lit) C = T'j(a)B: 


On dit que f est transversale à C si f est transversale à C en tout 
point de À. 
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Proposition. Si f: À —>-B est transversale à C, alors f-!(C) est 
une sous-variété différentiable de À dont la codimension dans À est 
égale à celle de C dans B. 


Exemple. Soit C une courbe dans l'espace B de dimension 3, et 
soit À de dimension 1. Alors f.: À — B est transversale à C si et seu- 
lement si l’image de À ne rencontre pas C. 


Remarque. Il se peut que l’image de À par f soit transversale 
dans B à C sans que f soit elle-même transversale à C. 


Exemple. Tel est le cas de l’application de la droite À = {a} sur 
le plan B = {(b,, b.)} définie par les formules b, = a°, b; = 0, 
et de la sous-variété C (b, = 0) de B. 


Remarque. Le cas le plus important est celui où B est un espace 
vectoriel et C un sous-espace de B. Soient D l'espace quotient et p 
la projection canonique p: B —+— D qui envoie C dans 0. Avec ces 
notations, l'application f: À — B est transversale à C si et seule- 
ment si 0 est une valeur non singulière de l’application pof: A2. 
(La valeur singulière d’une application est sa valeur dans un point 
singulier ; un point singulier est un point en lequel la dérivée n'est 
pas surjective ; pour les applications f: M" — N" telles que m < nr, 
tous les points de 4f sont singuliers, alors que les valeurs singulières 
sont les points de f (4f).) 


Théorème de transversalité faible. Les applications transversales 
à une sous-variété différentiable fermée C de la variété B forment un 
ensemble ouvert partout dense dans l'espace des applications différentia- 
bles d'une variété fermée *) À dans B. 


Remarque. Il est intuitif (fig. 24) qu'en faisant bouger l’applica- 
tion, on peut la rendre générique et transversale. 


NT se 
Fig. 24 


Pour la démonstration, il est commode d'utiliser un théorème 
démontré par Bertini en géométrie algébrique et par Sard dans le 
cas des fonctions différentiables. 


Théorème de Bertini-Sard. Les valeurs singulières de toute appli- 
cation suffisamment différentiable forment un ensemble de mesure nul- 
le. 


Remarque. Quant aux points singuliers, ils peuvent former un 
ensemble de mesure positive. Un exemple : f (x) = 0. 


*) Compacte sans bord. 
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Démonstration du théorème de Bertini- 
S a r d. Commençons par un cas particulier élémentaire. 


Proposition 1. Soit y = f (x)une fonction différentiable sur [0, 1). 
A lors les valeurs singulières de l'application f forment un ensemble 
de mesure nulle. 

Démonstration. Faisons une partition de [0, 1] en 
segments de longueur égale. Marquons les segments qui contiennent 
des points singuliers. La mesure de l’image d'un segment marqué 
est majorée par la quantité C/N?, où C est une constante indépendante 
de N et du segment (vu que la dérivée de f sur le segment marqué 
est bornée supérieurement en module par la quantité C/N). La somme 
des mesures des segments marqués n'excède donc pas le produit 
N° (C/N?). Pour N — la somme des mesures tend vers zéro, ce 
qui démontre la proposition 1. 


Proposition 2. Soit f une application différentiable du cube [0, 1]" 
de dimension m dans l'espace euclidien de dimension m. Les valeurs 
singulières de f forment alors un ensemble de mesure nulle. 

Démonstration. Par un raisonnement analogue à la 
proposition 1, on peut faire un recouvrement de l’ensemble des va- 
leurs singulières par au plus (VW)”"ensembles dont chacun est de mesure 
non supérieure à C (1/N)"*1, ce qui démontre la proposition 2. 


Proposition 3. Soit f une application différentiable de [0, 1]" 
dans l’espace euclidien de dimension n. À lors l’image de l’ensemble des 
points où s'annulent toutes les dérivées de f d'ordres 1, ..., k est de 
mesure nulle, à condition que k soit suffisamment grand (il suffit que 


(k + i)n > m). 


Remarque. En particulier, pour n > m l’image du cube est tout 
entière de mesure nulle. 

Démonstration. Par analogie aux propositions 1 et 2, 
faisons un recouvrement de l’ensemble des valeurs par au plus (Y)" 
ensembles de diamètre non supérieur à C, (1/V)**!. La mesure est 
donc majorée par CN" (1/N)*+#1", ce qui démontre la proposition 3. 


Nous avons donc démontré le théorème pour les applications 
dans un espace de dimension (r7) égale ou supérieure à celle de la va- 
riété appliquée (m). Si m >n, un raisonnement supplémentaire 
s'impose. Considérons le cas le plus simple d’une fonction unique. 


Proposition 4. Soit f une fonction différentiable de deux variables. 
Les valeurs singulières de l'application f forment alors un ensemble de 
mesure nulle. 

Démonstration. Les valeurs aux points où les dérivées 
secondes s’annulent toutes les trois, forment un ensemble de mesure 
nulle d’après la proposition 3 (pour m = 2, nr = 1 il suffit de pren- 
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dre À = 2). Considérons donc les points singuliers où une dérivée se- 
conde, par exemple d*f/0r*, est distincte de zéro. L'équation 0f/0x = 
= 0 est celle d’une courbe lisse (d’après le théorème de la fonction 
implicite). Les points singuliers en question appartiennent à cette 
courbe et restent singuliers pour la restriction de f à la courbe. Con- 
formément à la proposition 1, les valeurs de f dans ces points singu- 
liers forment un ensemble de mesure nulle. Pour les autres dérivées 
secondes on raisonne de même. La proposition 4 est démontrée. 


Proposition 5. Soit f une fonction différentiable de m variables. 
Ses valeurs singulières forment alors un ensemble de mesure nulle. 

Démonstration. Par le même raisonnement que dans la 
proposition 4, nous démontrerons la proposition 5 par récurrence 
sur m. Considérons l'ensemble des points en lesquels toutes les déri- 
vées jusqu'à l’ordre q inclus s’annulent et l’une des dérivées d'ordre 
q + 1 (par exemple la dérivée dw/0x, où œ est la dérivée d'ordre gq} 
est distincte de zéro. Cet ensemble est contenu dans l’ensemble des 
points singuliers de la restriction de f à la sous-variété de dimension 
m — 1 définie par @ = 0. La proposition 5 s'en trouve donc réduite 
aux propositions 3 et 1. 


Dans le cas de la dimension nr > 1, on peut procéder aussi par ré- 
currence, seulement on se heurte à cette difficulté qu’en général les 
dérivées premières ne s'’annulent pas toutes au point singulier. 


Proposition 6. Soit f une application définie par n fonctions f; 
de m variables x;, et soit 0f,/0x, = 0 dans un certain point. On peut 
alors introduire, au voisinage de ce point, des coordonnées à telles que 
l'application se laisse mettre sous la forme d'une famille g:, d'applica- 
tions à un paramètre d'un espace de dimension (m — 1) dans un espace 
de dimension (n — 1): 


Yi = En Y'—= E&u (8) (Ë = Eee ces Em = Yase o à Yn). 


Démonstration. Introduisons des coordonnées locales 
E, = f1, &’ = x’. Elles forment un système, d'après le théorème de 
la fonction implicite. La proposition 6 est démontrée. 


I] est clair que l’ensemble des valeurs singulières de l’application 
g de la proposition 6 est une réunion d’ensembles, S$ — |) (E;, 
S (Ë.)), où S (E,) est l’ensemble des valeurs singulières de l’applica- 
tion g:,. On a donc mes S = Osi (pour tout E,) on a mes S (£,) = 0 
(théorème de Fubini). 


Le théorème de Bertini-Sard se démontre maintenant par ré- 
currence sur la dimension de l’espace source : au voisinage des points 
singuliers où les dérivées premières ne sont pas toutes nulles, nous 
abaissons la dimension à l’aide de la proposition 6, et dans les points 
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singuliers où toutes les dérivées premières s’annulent, à l’aide des 
propositions 5 et 3. 

Démonstration du théorème detransver- 
salité faible. Nous allons démontrer le théorème dans un cas 
spécial où C est un sous-espace vectoriel de B. Supposons que l’appli- 
cation considérée f : À —+ B appartienne à une famille d'applications 
fe, où f(x) = f(x) —e (8€ B). 

Soient p: B — B/C une projection canonique et p (e) une va- 
leur non critique de l'application pof. Alors f. est transversale à C. 
D'après le théorème de Bertini-Sard, il existe des æe, aussi petits 
que l’on veut, pour lesquels pe n’est pas une valeur singulière de 
pof. Cela démontre la partie « partout dense » du théorème de trans- 
versalité pour le cas spécial envisagé (le cas général s’y ramène sans 
peine) ; il est évident que les applications d'une variété fermée trans- 
versales à une sous-variété fermée forment un ensemble ouvert. 


Le théorème de transversalité faible ne convient pas pour la dé- 
monstration du théorème sur le produit des corangs (n° 2.1), car 
l'application concernée par ce théorème est 

N f définie non pas par l'application différentiable 
S donnée M —> N mais par sa dérivée. Or, le 

théorème de transversalité faible dit seulement 

qu'on peut rendre générique, en la faisant 

bouger, toute application dans la classe de 

toutes les applications, mais n'’affirme pas du 


tout que l’application ainsi déformée soit unt 
X E M #? eo ? . , Q pe 
| dérivée, i.e. qu’on puisse rendre la dérivée 
Fig. 29 générique en faisant bouger l'application ini- 
tiale M — N. 


Un obstacle analogue se rencontre dans beaucoup d’autres pro- 
blèmes. Pourtant il est toujours surmontable, car les conditions d’in- 
tégrabilité ne s'opposent pas à la mise en « position générale ». 
Pour formuler le théorème correspondant, dit théorème de transver- 
salité fort ou théorème de transversalité tout court, nous aurons be- 
soin de quelques notions nouvelles, qui nous seront d’ailleurs utiles 
partout dans la suite. 

Soient f: M" — N'" une application différentiable et x un point 
de M (fig. 25). 


Définition. L'application f est tangente d'ordre k à f en x si 


px (À (E), f ES 0 (par (E, 2)”, 


Où Px;, Par Sont des métriques riemaniennes quelconques sur V, M 
respectivement. 


Exemple. Soit m = n = À, i.e. f et Î sont des fonctions d’une 
variable. La tangence d'ordre À — 0 signifie qu'elles prennent les 


$ 2] CLASSES Z1 33 


mêmes valeurs en x, Î () = f (x). Si elles sont tangentes d'ordre 1, 
c'est qu'en x f(x) = f(x) et f(x) = Î (x), sifet Î sont tangentes 
d'ordre k, leurs développements tayloriens en x coïncident jusqu'aux 
termes de degré X inclus. 

Remarquons que les applications sont tangentes ou non indépen- 
damment du choix des métriques pour la définition. La relation 
« tangent d'ordre k en x » est une relation d'équivalence. 


Définition. La classe d'équivalence d'applications différentiables 
suivant la relation d'équivalence « tangent d'ordre k en x » s'appelle 
le k-jet au point x. 


Notation. Le k-jet de l’application f au point x est noté jkf. 


Exemple. Le 1-jet d’une fonction d'une variable se définit par 
le triplet de nombres (x, y, p = dy/dx 

Dans des systèmes de coordonnées fixés, le k-jet se présente com- 
me un polynôme de Taylor de degré k. 


Définition. L'ensemble des k-jets d'applications différentiables 
d'une variété donnée Y"" dans une variété donnée NV” (dans tous les 


points de M”) est appelé espace des k-jets des applications de M” 
dans N". 


Notation. L'espace des k-jets d'applications de M" dans NW" 
est noté J*(M", Nr). 


Exemple. L'espace des 1-jets d'applications droite sur droite 
J'(R, R) est un espace à trois dimensions muni de coordonnées 
(x, y, p). 


Dans le cas général, l’espace des k-jets J* (A1", N') est une varié- 
té différentiahle. Soient en effet (x,, . . ., Zm) et (Yi, - + -, Yn) des 
coordonnées locales dans M”, N" respectivement, introduites sur les 
voisinages des points x, f(x) respectivement. Une application f 


se définit localement par les formules 
Yi = fa (Mas + Tm)s + + + Yn = fn (Ep + + + Tm). 
Un k-jet se définit par la donnée des nombres suivants: 


Gene.) fee uk (5), GE). ANA 


Ces nombres définissent des coordonnées locales dans l’espace des 
k-jets qui se munit ainsi d'une structure de variété différentiable 
J'(M", N°). Localement, la variété J*(A1", N') peut se présen- 
ter comme un espace de polynômes de Taylor de degré À. La dimen- 
sion d'une variété de k-jets se calcule sans difficulté : 


JIM, N) = MM X N°, dimJ!(M,N)=m+n<+mn,... 
30465 
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Les variétés de k-jets se munissent naturellement d'une série de 
structures supplémentaires. 

Un développement taylorien de longueur À définit celui de Jlon- 
gueur À — 1. On a donc une suite de projections 


M 


J'MN) «— J'IM.N) . 
FLÉ —_ 


À l'exception des deux applications de gauche, les applications 
de cette suite — applications d’«oublis des termes de degré * d’une 
série de Taylor — sont des fibrations différentiables. Leurs fibres 
sont difféomorphes à des espaces vectoriels. Dans le cas J'(M, N)— 
— J9 (M, N) la fibre au-dessus du point (x, y) est un espace d’opé- 
rateurs linéaires Hom (7,M, T ,N). Cette fibre a une structure na- 
turelle d'espace vectoriel. Pour À > 1 la fibre du fibré J* — J*-1 
n’a pas la structure vectorielle naturelle (« théorème de la non-inva- 
riance des différentielles supérieures »). En effet, la fibre indiquée 
peut être identifiée, dans tout système de coordonnées donné, avec 
l’espace des collections de nr polynômes homogènes de degré k en m 
variables, ce qui fait qu'elle est difféomorphe à un espace vectoriel. 
Or. ce difféomorphisme est non canonique (il dépend du choix du 
système de coordonnées), si bien que la fibre ne possède pas la struc- 
ture vectorielle naturelle. 

Soit f: A7 — N° une application différentiable. 


Définition. On appelle extension à k-jets d'une application f 
une application de 4/” dans l’espace des k-jets d'applications de 
M" dans Ÿ”" qui à tout point x de Af fait correspondre le k-jet de f 
en ce point. 


Notation. L'extension à k-jets de l'application f est notée jf: 
M" JM", ON"), x — jhf. 

Remarquons que j*f est une section différentiable du fibré natu- 
rel J* (M, N)— 11. 


Théorème de transversalité fort (Thom). Soient M” une variété 
fermée et C une sous-variété fermée de l’espace des jets J“ (M, N). 
Les applications f: M — N dont les extensions à k-jets sont transversales 
à C forment alors un ensemble ouvert partout dense dans l’espace des 
applications différentiables de M dans N. 

Ce théorème signifie qu’en faisant bouger une application diffé- 
rentiable, on peut la rendre générique non seulement par rapport à 
n'importe quelle sous-variété différentiable de l’espace but mais aus- 
si par rapport à toute condition imposée aux dérivées d'ordre fini 
quelconque. 
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Remarque. Le théorème faible découle du théorème fort pour 
k — 0. Au contraire, le théorème fort ne peut pas être déduit direc- 
tement du théorèémefaible. La cause en est la suivante. 

En vertu du théorème faible on pourrait obtenir une application 
proche de l'application j"f: M — J* et transversale à C. Or, une 
telle application proche n'est en général l’extension à k-jets d'aucu- 
ne application différentiable de M dans N. 

D’après le théorème de transversalité fort, on peut choisir la dé- 
formation transversalisatrice dans une classe de déformations plus 
restreinte: il suffit de prendre la déformation d’une extension à 
k-jets dans l’espace des extensions à Æ-jets et non dans l'espace de 
toutes les sections M —> J*. Donc, conformément à ce théorème, les 
conditions d'’intégrabilité (qui distinguent les extensions à k-jets 
d’applications de M dans N parmi les sections quelconques M — J") 
ne s'opposent pas à la transversalité. 

Démonstration du théorème. Comme pour le 
théorème faible, tout se réduit au théorème de Sard. Il y a cependant 
une différence : on cherche la déformation transversalisatrice non pas 
dans la classe des applications f; = f — e mais dans une classe‘plus 
large de déformations polynomiales f, = f + ee, + ...<+ e,e,, où 
e, sont tous les monômes vecteurs de degré non supérieur à #. 


Lemme 1. Considéronsune application différentiable F : À X E —B 
du produit direct de variétés différentiables À, E dans une variété 
différentiable B. Assimilons F à une famille d'applications F,. de A 
dans B qui dépendent du point e de E comme d'un paramètre. Alors, 
si F est transversale à une sous-variété C de B, presque chaque terme 
F,: À — B de la famille correspondant à F est transversal à C. 

Démonstration. Considérons F-!(C). D'après le théorè- 
me des fonctions implicites, c'est une sous-variété différentiable 
dans À X E. Faisons la projection de cette sous-variété sur E pa- 
rallèlement à À. D'après le théorème de Sard, presque toutes les 
valeurs de la projection sont non singulières. Soit & une valeur non 
singulière. Alors F,: À — B est transversale à C (car F est transver- 
sale à C'et À X e l'est à F7! (C)). Le lemme est démontré. 


Lemme 2. Soit f une application différentiable de R" dans} R". 
Choisissons des systèmes de coordonnées dans R'" et R'" et considérons 
une application différentiable du produit direct de R” par R° dans 
l'espace des k-jets d'applications J" (R", R') définie par la formule 


(x, €) ic (fafe): 


Où fe = f + Bien +... + ee, (ici e1, . . ., e, sont les produits des 
monômes de degré non supérieur à k en coordonnées du point x de R" 
par les vecteurs de base de R''). 


3* 
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Vous disons que l'application ainsi construite n'a aucune valeur 

RE (et donc est transversale à toute sous-variété de l'espace des 
-jets). 

Les coordonnées dans l’espace J* sont celles du point z de R” 
et les coefficients tayloriens du jet en x jusqu'à l’ordre k inclus. Quit- 
te à choisir convenablement les coefficients £,, ..., &,, on arrive à 
associer au polynôme vecteur Eee; + ... + ee, en tout point zx 
choisi à l’avance toute collection choisie à l’avance de coefficients 
tayloriens jusqu’à l’ordre # inclus, d’où le lemme. 

Fin de la démonstration du théorème. Soit 
C une sous-variété différentiable de B = J*(R", R'). Utilisons 
pour l'application du lemme 2 le résultat du lemme 1 (dans lequel 
A = RE = R°'; F(x,e) = j*f.). D’après le lemme 1, l’applica- 
tion F, = F (:, e) est transversale à C pour presque tout e. Quitte 
à prendre e suffisamment petit, on obtient une application f.: 
R7 — R'" suffisamment proche de f (en toute partie finie de R”) 
et telle que son extension à k-jets soit transversale à C. Le passage 
de cette construction locale au cas global (changement de R”, R° 
en .l/, {V) n'offre aucune difficulté. 


Remarque 1. Si C est non fermé, on doit remplacer « ensemble 
ouvert » par « intersection dénombrable d’ensembles ouverts » dans 
le théorème faible et a fortiori dans le théorème fort. Exemples : 
1) B est un tore, C son enroulement, À un cercle ; 2) B est un plan, 
A un cercle dans B, C une tangente (sans point de tangence). Le 
plongement est transversal à C, mais il existe des applications aussi 


proches que l’on veut de ce plongement qui ne sont pas transversa- 
les à C. 


Remarque 2. Si la variété source est non compacte, il est commode 
de munir l’espace but de la « topologie fine de Whitney ». Dans cette 
topologie le voisinage d’une application f: À —+ B se définit comme 
suit. Fixons un ensemble ouvert G dans l’espace des jets J* (4, B) 
pour un certain #. L'ensemble des C®-applications f: À + B dont 
les k-jets en tout point appartiennent à G est ouvert pour la topologie 
fine. On prend de tels ensembles ouverts non vides comme base des 
voisinages qui définissent la topologie fine dans l’espace des applica- 
tions indéfiniment différentiables. 

Si donc deux applications sont proches pour la topologie fine, 
elles se rapprochent aussi vite que l’on veut (ainsi que leurs dérivées 
d’ordre quelconque) « à l'infini»; en particulier, le graphe d’une 
application suffisamment proche de f appartient à un voisinage du 
graphe de f qui se rétrécit aussi vite que l'on veut « à l'infini ». 

I1 s'ensuit que toute suite convergente en topologie fine devient 
stationnaire à partir d’un certain terme en dehors d’un ensemble com- 
pact. Cependant tout voisinage de l'application donnée en topologie 
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fine contient des applications qui ne coïncident en aucun point avec 
l'application donnée. 

Si l’ensemble des applications est ouvert et partout dense pour 
la topologie fine, le théorème de transversalité est aussi vrai pour 
des À non compacts (pour que l’ensemble des applications soit ouvert, 
C doit être fermé). 


Remarque 3. Dans bien des cas C n'est pas une sous-variété diffé- 
rentiable mais une sous-variété présentant des singularités. 


Définition. On appelle sous-variété stratifiée d’une variété diffé- 
rentiable la réunion finie de variétés différentiables (strates) disjoin- 
tes deux à deux, qui vérifie la condition suivante: l’adhérence de 
chaque strate contient la strate elle-même et une réunion finie de 
strates de dimensions plus petites. 

Une application est transversale à une sous-variété stratifiée si 
elle est transversale à chaque strate. 


Exemple. Soit C la réunion de deux plans qui se coupent suivant 
une droite dans l’espace à trois dimensions, et soit une stratification 
de C constituée par sa partition en la droite d'intersection et quatre 
demi-plans. Une application transversale à C doit l’être à chacun des 
plans et à la droite d’intersection. Par exemple, une courbe transver- 
sale à la variété stratifiée C ne rencontre pas la droite des singulari- 
tés de C. 


Les théorèmes de transversalité s'étendent évidemment au cas 
où la sous-variété C est stratifiée. Or, s’ilen est ainsi, l’ensemble des 
applications transversales n'est pas un ensemble ouvert et partout 
dense mais seulement une intersection dénombrable et partout dense 
d’ensembles ouverts. 

Si l’on veut que les applications transversales à une variété ana- 
lytique stratifiée forment un ensemble ouvert et partout dense, il 
suffit d'imposer à la stratification une condition restrictive supplé- 
mentaire : tout plongement transversal à une strate de dimension k 
est transversal à toute strate voisine de dimension Z >> Æ dans un voi- 
sinage de la première *). 


Exemple 1. Soit C la réunion finie de plans dans un espace vecto- 
riel, et soit une stratification naturelle de C (par exemple, C peut 
être une paire de plans sécants dans R°). 

La transversalité à R* implique celle à l’espace ambiant R!: 
la condition énoncée ci-dessus est vérifiée. 


Exemple 2. Soit C un cône x° = y° + z° dans R*; stratifions-le 
en opérant sa partition en le point 0 et deux demi-surfaces coniques, 


*) C'est aussi le cas pour les variétés stratifiées obtenues à partir de varié- 
tés analytiques par des difféomorphismes, mais ce n'est pas toujours le cas 
pour des variétés C®-stratifiées (voir [279]). 
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On s'assure tout aussi aisément que la condition précédente est vé- 
rifiée. 

Exemple 3. Soit C un parapluie de Whitney (fig. 19) défini par 
l'équation yi = y4y; dans RS. La transversalité à la droite singuliè- 
re y, = Ye = O n'implique pas la transversalité à une variété de 
points réguliers de la surface proches de cette droite (le plan ys = 0 
est transversal à la droite mais ne l’est pas à la surface). 

Si la restriction imposée à la stratification de C (la transversalité 
au plus petit = la transversalité au plus grand) est vérifiée, on en 
déduit la transversalité à la stratification tout entière en raisonnant 
comme suit: 

1. les strates de dimension minimale sont différentiables, elles 
sont justiciables des théorèmes de transversalité ; 

2. la transversalité a lieu sur toutes les strates voisines de celles 
de dimension minimale : 

3. éliminant de la variété ambiante l'adhérence du voisinage des 
strates de dimension minimale, on passe aux strates de dimension 
plus grande. 


Exemple. Soit B un espace d'opérateurs linéaires b: R"— R", 
et soit C un ensemble d'opérateurs de rang non maximal. Les opé- 
rateurs de rang r forment une sous-variété différentiable dont la co- 
dimension dans B est égale à (m — r) (nr — r). La partition en va- 
riétés d’opérateurs de rangs différents définit une stratification de C. 


Une application f: À — B est une famille d’opérateurs linéaires 
de R” dans R" qui dépendent différentiablement d’un point de À 
comme d’un paramètre. La variété À s'appelle base de la famille. Le 
théorème de transversalité faible donne aussitôt lieu à un 


Corollaire. Dans l’espace des familles différentiables de matrices 
d'ordre m X n, les familles transversales à une variété stratifiée C 
de matrices de rang non maximal forment un ensemble partout dense. 

En particulier, les valeurs du paramètre auxquelles correspondent 
des matrices de rang r forment en général (pour les familles d’une 
intersection partout dense d'’ensembles ouverts dans l'espace des 
familles) une variété différentiable de codimension (m — r) (n —r) 
dans la base de la famille. 

Démonstration du théorème du n° 2.1. Stra- 
tifions la variété des 1-jets J! (M, N) suivant les rangs de la diffé- 
rentielle première. Il est clair que l’ensemble de tous les 1-jets de 
différentielle première de rang r est une sous-variété différentiable 
de codimension (m — r) (n — r) et que son adhérence se compose 
de variétés de jets de différentielle de rang non supérieur à r. D'a- 
près le théorème de transversalité (fort), on peut, en faisant bouger 
f, rendre son extension à 1-jets j'f transversale à toutes les strates 
de la stratification construite, ce qui démontre le théorème. 
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Remarque. On s'assure sans peine que la condition « transversali- 
té au plus petit => transversalité au plus grand » est vérifiée pour la 
stratification d’un espace de matrices suivant les rangs. On montre 
en effet qu'il est possible d'affiner toute stratification algébrique 
de telle façon que la condition indiquée soit vérifiée. [l s'ensuit que 
la condition est vérifiée dans presque tous les points de chaque strate. 
Or, une variété de matrices de rang r est homogène : on peut trans- 
former chaque point de cette variété en n'importe quel autre point 
de cette variété par l’action du produit direct de groupes linéaires 
de transformations de la source et du but qui conserve la stratifica- 
tion suivant les rangs. Par conséquent, la condition est vérifiée par- 
tout et non « presque partout ». 

Si donc Àf est compact, les applications différentiables f: A] —- 
— N dont les extensions à 1-jets sont transversales à la stratifica- 
tion de la variété J! (1, NV) suivant les rangs forment un ensemble 
ouvert et partout dense. 


2.4. Singularités secondaires. Revenons à l'application de la 
fronce de Whitney (fig. 21). Dans ce cas la stratification de M suivant 
les rangs se réduit à sa partition en deux ensembles : celui des points 
singuliers Z1 (f) et celui des points réguliers Z° (f). 

Remarquons que Z! est une variété différentiable, le point fron- 
ce O0 y compris. C'est un point privilégié , car le noyau de f, est tan- 
gent à Z1en 0. Autrement dit, l’application f restreinte à la parabole 
Z' est de rang 1 en tout point sauf le point 0. Le point 0 appartient 
donc à 21 (f | Z! (f)). alors que tous les autres points de la parabole 
appartiennent à Z°(f|Z1 (f)).  Introduisons la notation 
Zis(f|Z'"(f})) = Züù(f). Alors le point 0 (la fronce de Whitney) 
appartient à 211 (fe ZT (f). 

Pour toute famille d'entiers 7 = (i,, ês, . . ., in), l'ensemble 
ZT (f) se définit par récurrence comme suit. 


Définition. Soit 21(f}—2""""{h(fje M, où Z'(f) est une 
variété différentiable. Alors 


si. iso ces jo Île (f) — She: (f | 2 (f)) 


est un ensemble de points en lesquels le noyau de la différentielle de 
la restriction de f à ZT (f) est de dimension iy+1. 


Remarque. Par définition, les variétés 
MS SDS. 


sont emboîtées. Il en est donc de même pour les noyaux des différen- 
tielles des restrictions de f à ces sous-variétés emboîtées M3 Z£'13 
D Zi: Zirisis, Par conséquent, la suite des entiers à}, ê», ss « . . 
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de la famille Z doit être non croissante: m>i>i>is>... 
...> 0. Si l’une quelconque au moins de ces inégalités cesse d’être 
vraie, l’ensemble Z! devient vide. 

Or, l’ensemble Z!(f) n’est pas nécessairement une variété diffé- 
rentiable, et la définition citée ci-dessus (due à Thom) ne permet 
pas de définir Z1 (f) pour f quelconque. 

Boardman a proposé [62] une autre définition de Z! (f), en ter- 
mes de jets. Pour toute famille d'’entiers 7 = (i,,...,ix), il a dé- 
fini un sous-ensemble Z! dans l’espace des #k-jets J* (M, N'), 
indépendant de toute application f (voir ci-après, p. 44). Il a démon- 
tré le 

Théorème 1. Un ensemble ZT indicié par toute famille I = (i,,... 

. ., in) est une sous-variété lisse (non nécessairement fermée) de codi- 
mension vr(m,n) de J“ (M, N"). (La formule de v,; sera donnée 
un peu plus tard, p. 41.) 

La signification des variétés Z1 est dans le fait qu'une « bonne » 
application f admet en x une singularité Z! (f) au sens de la défini- 
tion précédente, x € Z1 (f), si et seulement si le jet de f en x appar- 
tient à Zi. 

Définition. Une application f est « bonne » si son extension à 


k-jets est transversale aux variétés ZI. 
Boardman a également démontré le 


Théorème 2. 1) Si f est une « bonne » application, on a Z! (f) = 
— [j* (f)]71 (21), autrement dit Z1 (f) est une variété lisse de codimen- 
sion v, (m, n) de M", et x € ZT (f) si et seulement si le jet de fen x 
appartient à 21. 

2) Toute application différentiable f: M" — N'" peut être appro- 
chée, avec ses dérivées d'ordre quelconque, d'aussi près que l'on veut par 
une bonne application. 

La proposition 2) découle du théorème Î ci-dessus et du théorème 
de transversalité fort. 

Tous ces résultats ont été établis pour À = 1 par Thom [274] 
et pour À = 2 par Levine [273]. 


Exemple. La variété des matrices carrées de corang 1 est de codi- 
mension À, celle des matrices de corang 2, de codimension 4, en 
général, la variété des matrices de corang # est de codimension k*. 


Corollaire. Soit f: M" —> N'" une « bonne » application, en ce 
sens que l'application induite x > (matrice de la différentielle de f en 
x) est transversale à la variété L, des matrices de rang r. A lors l'ensemble 
Z'(f) défini au début de ce paragraphe, i = m — r, est une sous-va- 
riété lisse de codimension (m — rj(n —r) = i(n — m+i) de MF. 


l Exemple. Considérons des applications de variétés de même di- 
mension m = n. L'ensemble Z*(f) des points en lesquels le rang 
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d’une « bonne » application diminue de k unités est de codimension 
k®. 

D'autre part, toute application « de type générique » est bonne, 
car, d’après le théorème de transversalité fort, on peut approcher 
n'importe quelle application par une bonne application. 

Il s'ensuit que, par exemple, la singularité Z° est de codimension 
4 et ne doit pas avoir lieu en général dans les applications plan sur 
plan (voir fig. 15 à 17). Or, cette singularité peut être non supprima- 
ble par les applications R° —+ R" pour r:> 4. 

Exemple. Deux bonnes applications f,: R‘—>-R‘ définies par 
les formules 


| Ya = Ti. 
Vo = Lo, 
Ya = Ti E Ti + Zita + Totu 
Yi — Lau 


admettent en 0 un point non supprimable Z°:0. 

Il sera montré dans le texte qui suit que les germes de f, en 0: 
ne sont pas équivalents, d’où il ressort que la classification des singu- 
larités suivant les classes Z1 est incomplète. 


2.5. Formule de Boardman pour la codimension de l’ensemble X1. 
Soit Z = (iy, io, + + ., tr). La formule de Boardman pour la codimen- 
sion de l'ensemble Z1 s'écrit :., 


VI] (m, n) = (R—m+i)n(i, las es in) — 
— (ë LEA le) H (ie, Lg . in) Sn D 0 US (CPE ee in) H (éx), 


où u (ë,, - - ., ë) est le nombre des suites j,, jo, . . ., jx d’entiers vé- 
rifiant les conditions suivantes: 

a) j>j2>-.. Zn; 

b) i,> j,> 0 pour tout r tel que 1<r< , avec j, > 0. 

Nous reviendrons sur le sens de la quantité u (7) et l’origine de 
cette formule plus tard. Pour le moment, examinons quelques cas. 
particuliers élémentaires. 


Exemple. Pour # = 1 on a [1 =i, u(i) = i, d'où v;(m,n) = 
= (n — m<+i)i: on retrouve la formule du produit des corangs. 


Exemple. Pour 1 = (1, 1, ...,1), on a (1, 1, ...,1) =, 


À 
d'où vr(m, n) = (n — m + 14. 
En particulier, la singularité de Whitney de classe Z1. ! est pour: 
m = n de codimension 2; par conséquent, c'est une singularité. 
non supprimable en certains points dans les applications plan sur 
plan, sur des courbes dans les applications R°—> R', etc. 
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B. Morin aexaminé les bonnes applications de classe Z1.1..:.,1,0 
pour m, n quelconques (voir [222]). Il a constaté que ces applications 
sont toujours stables pour m>v,; = (n—m <+1)* et se définis- 
sent complètement par leur classe. Par exemple, si f : R'— R'" est 
une bonne application, les propositions suivantes sont équivalentes : 

RP 
1,1, 


a)xEZ  "  (f); 
b) le germe de f en x est équivalent à celui de l’« application de 
Whitney généralisée » en 0: 
Us = Ti, 


; ‘ n—-1, n+i 
Un = Liln FToln+H...TTnnln  <In 


En particulier, l'application de Whitney R°— R$ se définit 
par les formules y, = x], Ye = Ze, Ya = TS + 2,25 + rers Les 
ensembles 1, 21,1, X1,1,1 pour une telle application constituent un 


VX 


a<0 a=0 a>0 


Fig. 26 Fig. 27 


drapeau (un plan, une droite, un point). Le champ des noyaux est 
représenté sur la figure 26 et la surface des valeurs critiques surla 
figure 27. Une telle surface s'appelle queue d'aronde. Une queue 
d’aronde peut être assimilée à une surface (dans l’espace tridimen- 
sionnel) de polynômes de la forme xt + ax° + bx + c constituée 
par les points (a, b, c), coefficients des polynômes à racines multi- 
ples. La queue d’aronde partage l'espace R° des polynômes en trois 
parties: dans la partie en forme de pyramide le polynôme admet 
quatre racines réelles, dans la partie voisine, deux, et aucune dans 
l’espace qui reste. Par conséquent, l'application de Whitney a res- 
pectivement quatre, deux et zéro images réciproques dans les domai- 
nes limités par l’ensemble des valeurs critiques. 
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Pour mieux comprendre ce qu'est une queue d’aronde, il est 
bon d'étudier ses sections par des plans a = Cte. Si t est une racine 
multiple, onac=—t— at? — bt, b — — 4t3 — 2at. Les sections 
se définissent donc sous forme paramétrique c = 3t* + at°, b = 
= — 4t5 — 2at. Pour a = 0 la section est une parabole de degré 4/3, 
pour a >>0 c'est une courbe lisse, et pour a << 0 la section admet 
deux points de rebroussement semi-cubiques (répondant à Zt,!) et 
un point double. 

Pour n = 3, toute application d’une variété de dimension nr 
dans une variété de dimension n se laisse approcher par des applica- 
tions qui n'ont d'autre singularité que celle de Whitney: ©? (le 
pli), Z14 (la fronce) ou Z1,l1 (la queue d'aronde). Il n’en est pas de 
même quand nr = 4, car on a alors Z?. 


Exemple. Pour 7 ={(i, j) on a ui, j)=i ar. d'où 
la formule de Levine : 


Vis(m, n)=(n—m+i)it L(n—m+i) (Qi ÿ+ 1) —2i+ 2j]. 
En particulier, pour m=n 


vin, n)= + (2225 — à). 


Ïl s'ensuit que pour la première fois une singularité de classe Z!.? se 


manifeste comme non supprimable pour m = n indiqué dans le ta- 
bleau suivant: 


l, j [10 | 1,1 | 2.0| 2,1 | 22/30 | 3,1 | 3,2 | 3,3 | 4,0 Fe FE | 344 


VLj=Rn 


tfelalrliololio|æl | a || 0 |4o | 56 


Exemple. Pour m = n< 16, les classes suivantes sont ponctuelles 
(pour les bonnes applications): 


n= TI, 


1|olwls) 15 | 16 


I in 21211 3 [2,2 12,1,12,2,113,1 
2,1» 4 
2,1: 
où 1, signifie 1, 1, ..., 1. 


en 
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Définition de 21 d’après Boardman. Nous la donnerons en termes 
non invariants utilisant des systèmes de coordonnées locales 
Lys + + +) Tm Ct Yi» « + + Un SUr MM et N? respectivement. 


Définition. Soit B un idéal dans l’algèbre À des germes de 
fonctions indéfiniment différentiables @ (7, ..., Tm) en 0. On 
appelle extension jacobienne A, (B) un idéal engendré par B et tous 


les jacobiens d'ordre X: det| ee | composés de dérivées partielles des 
[s 


fonctions de B. 


Remarque. L'extension jacobienne d’un idéal est invariante, 
l.e. indépendante du système de coordonnées z;, ..., 7m. En effet, 


0 L e Q e Cd Q 
HT 7 et le déterminant est multilinéaire. 
z 0x Oz 


Lemme. A, (B) décroit quand k augmente: 
A+: (B)= A, (3) (k= 1, 2 se je 
Cela ressort du développement du déterminant suivant la ligne. 


Définition. L'extension jacobienne A, (Bjestcritiquesi A; (B) A, 
Au (B) = À. 

Autrement dit, pour une extension critique l’ordre des mineurs 
associés est le plus petit ordre pour lequel elle ne se confond pas 
encore avec l'algèbre tout entière. 


Exemple. Soit m = 4, l'idéal B est engendré par z,, ze, x°, ri. 
Alors l’extension jacobienne critique A:(B) est engendrée par z:, 
Ze, Ts, Z,. Pour l'idéal obtenu À, (B), l'extension jacobienne critique 
est la cinquième: AA, (B) = A, (B). 


Exemple. Soit m = 1, l'idéal B est engendré par x. On a les 
extensions critiques successives 


A\(B)= Az°, AA, (B)= Az, AAA, (B) = Az. 


Dans le texte qui suit, les extensions seront numérotées d'une 
façon plus commode. 
Notation. AÀ = Am_p+i: 


Dans l'exemple de m = 4 les extensions critiques s’écriront A? 
et A°A°, et dans l’exemple de m = 1, A!, AA! et AVAIAI, 
Soit JZ une suite d’entiers > i>...> in. 


Définition. Soit un germe d'application f: A" — N" défini 
en coordonnées x, y par y; = f; (x), f (0) = 0. On dit que f admet en 0 
une singularité de classe ZT si les extensions jacobiennes critiques 
successives de l'idéal engendré par les fonctions fi (x), i = 1,...,n, 
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sont Aîr Afa-1,..Aû. On dit alors aussi que l'idéal en question est 
de symbole (de Boardman) I. 


Exemple. L'application y = z° admet en 0 une singularité de 
classe 21, 1, 0; l'application y = z" *!,une singularité de classe 3x" °; 
l'application y, = ZT» Vs=2— 2% et l'application y,== 24, y, =. 
Ya = 2 + r? + 2irs + Telys Yi = Tate, Une singularité X*?, 0. 


Remarque. Il est clair que la définition ci-dessus n'impose de res- 
triction que sur les coefficients du développement taylorien jusqu’au 
degré k inclus. On vérifie sans peine que ces restrictions ne dépendent 
pas en fait du système de coordonnées et ne concernent que le k-jet 
jà (f). C'est l’ensemble de tous les X-jets vérifiant ces conditions qui 
définit l’intersection de l’ensemble 21 J* (f, N) avec la fibre du 
fibré J'(M, N)=MXN. 


2.6. Calcul du nombre de Boardman u (7). Nous allons présenter 
le nombre de Boardman u (7) comme codimension d’un idéal, ainsi 
que comme nombre de points entiers dans un polyèdre convexe. 

Soit un symbole de Boardman 7 = {ii >i,>...}. Nous le 
supposerons formellement infini, en complétant la suite des à par des 
zéros à partir d'un i,. Soit m> i,. Associons à Z un idéal J;., dans 
l'algèbre des séries entières formelles (à coefficients complexes pour 
fixer les idées) de m variables (x,, . .., zm) d’après la règle 


Jim= Ji, m + J$, m+ Ji, m + 


où J';,m est l’idéal engendré par {x}, . . .. zm_}. 


Définition. Un idéal construit de la façon décrite est appelé 
idéal de Boardman standard de symbole I dans l'algèbre des séries de m 
variables 


Exemple 0. Soit Z = 0. Alors J'I:m est l'idéal maximal constitué 
de séries sans terme constant. 


Exemple 1. Soit m = 1. Alors 7 se présente nécessairement sous 
la forme 7 = (1, ..., 1). Un idéal standard d’un tel symbole est 


Se mn 
R5 


J5# et se compose de séries divisibles par z**!. 


Exemple 2. Soit m = 2. Alors J se présente nécessairement sous 
la forme 7 = (2,..., 2, 1,..., 1). Un idéal standard ayant un tel 
on, =” 


p q 
symbole est J?#2 + Jo*3t!, i.e. c'est un idéal engendré par r?*! et 
par tous les monômes de degré p + q + 1 en x, et x. 


46 NOTIONS FONDAMENTALES [CH. 1 


Un tel idéal se laisse représenter facilement par le diagramme de 
Newton dans lequel le monôme r?1xP: est figuré par un point entier 
(P1: Pe) sur le plan (fig. 28). 

L'idéal standard en question comprend les séries composées des 
seuls monômes à coefficient non nul dont les exposants appartiennent 
au domaine hachuré sur la figure28, domaine appelé support de l'i- 
déal. Un point (p;,, p.) appartient au support si p, >p ou si p, + 
+ Pe © p + q. Le complémentaire du support est un polyèdre con- 
vexe. Il se définit par les inégalités p, << p, p, + p2< p + g (et, bien 


K=4 Kkj=k,=3 k,=k =] 


Fig. 28 Fig. 29 


sûr, par p, > Ü, p,:> 0). Si la série contient au moins un monôme 
à coefficient non nul dont l’exposant est situé dans le polyèdre 
indiqué, elle n'appartient pas à l'idéal standard. 


Problème. Calculer le symbole de Boardman (voir p. 45) de l'idéal 
standard décrit. 


Réponse. (2,...,2, 1,...,1). 
nn os” om, 
P a 


Dans le cas de m variables, le diagramme de Newton se construit 
dans l’orthant positif du réseau d’entiers dans l’espace de dimen- 
sion m. Comme dans les exemples précédents, l'idéal standard se 
définit par son support. Pour donner ce support, il est commode de 
construire, d'après le symbole 7 et le nombre m, un diagramme de 
Young (celui de la figure 29 est construit pour le symbole (3, 3, 1) 
et le nombre m — 5). Ce diagramme commence par une ligne zéro 
de longueur i, = m. Les lignes suivantes sont de longueurs i;, 
ds, . . . Dans les cases de la ligne zéro on inscrit de droite à gauche 
les variables (x, ..., Zm). 

Dans les cases des lignes suivantes du diagramme de Young seu- 
les peuvent être inscrites des variables x, qui, dans la ligne zéro, ne 
se trouvent pas à gauche de la case à remplir. Les produits de toutes 
Jes variables figurant dans une même colonne du diagramme de 
Young rempli de toutes les façons possibles engendrent un idéal 
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standard (ce qui est visiblement équivalent à la définition précédente). 
Par exemple, du diagramme de Young montré sur la figure 29 on 
tire que dans l'idéal standard interviennent les monômes x;, x., 
Tir LT LT. 

Pour donner une définition explicite du support d’un idéal stan- 
dard, il est commode d'introduire en outre le symbole de diagramme 
dual de Young. Soit k, le nombre des cases de la colonne du diagram- 
me de Young dont la case à la ligne zéro est occupée par x, (i.e. de la 
r-ième colonne de droite). Sur la figure 29 les nombres X, sont mis 
sous les colonnes correspondantes. Les X, successifs, de k,, à k,, 
forment une suite non croissante. C’est le symbole du diagramme de 
Young dual du diagramme de Young initial (i.e. du diagramme qu'on 
obtient en remplaçant les lignes par les colonnes). Dans l’exemple 2 
le diagramme dual est de symbole (p + g +1, p + 1), i.e. k#, — 
=p+i, k=p+qg+1. 

Ün idéal standard se laisse décrire à l’aide du symbole du diagram- 
me dual de la façon suivante. Un point p = (p;,..., Dm) appartient 
au support de l’idéal standard (ï.e. le monôme zx’ appartient à l'idéal 
standard) si et seulement si l’une quelconque au moins des inégali- 
tés 


PiZ> Es Pi + p:>k, Pit le FPsZ kg -.. 


est vérifiée. La série n "appartient pas à l’idéal standard si elle con- 
tient au moins un monôme zx’ de coefficient non nul. tel que toutes 
les inégalités 


Pi < h:, Pi F Pe <a PitPetPs<ks Se 


soient vérifiées. 

Ce dernier système d’inégalités définit un polyèdre convexe, 
complémentaire du support de l'idéal standard dans l’orthant positif 
du diagramme de Newton. Nous l’appellerons polyèdre standard. 
Remarquons que nous rapportons au polyèdre standard les points 
situés sur les plans de coordonnées mais en excluons les points pour 
lesquels ont lieu les égalités dans les inégalités précédentes. 


Propositicn. Le nombre de Boardman u (1) est inférieur d'une 
unité au nombre des points entiers du polyèdre standard. 

Autrement dit, le nombre de Boardman est égal à la codimension 
de l’idéal standard dans l'idéal maximal m (i.e. dans l'idéal engendré 
par les séries sans terme constant). 

Démonstration. Soit 1°'< 7 une suite non croissante 
d'entiers i”, s> 1, tels que 0O< i:< i,. Alors le polyèdre standard 
correspondant à 7” est contenu (au sens <) à l’intérieur du polyèdre 
standard correspondant à 7. Réciproquement, tout polyèdre standard 
intérieur (non strictement) au polyèdre standard correspondant à 7 
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correspond à un symbole /°< J (tout cela parce quetoute diminution 
du diagramme de Young se traduit par une diminution de son dual). 
x. Considérons maintenant un point entier p = (P;, Pos - +.» Pm) 
tel que pj=k —1, pit pa =k2 —1, pi + Pr + Ps = ks— 
—1,... (ce pointest marqué par * surla figure 28.) Ce point définit 
de façon unique le symbole {k#,}, donc aussi le diagramme de Young 
et son dual ; soit son symbole 7” = {i,}. Une suite Z” vérifie la con- 
dition /’< 1 siet seulementsile point pcorrespondant à 7” appartient 
au polyèdre standard pour 7. Le nombre des points entiers contenus 
dans le polyèdre standard est donc égal au nombre des suites Z°< I. 
La condition i: —>0 dans la définition du nombre de Boardman 
un (7) exclut le point p = 0, d’où la formule cherchée : 


u(7)= dimem/Jr; m- 


Problème. Calculer le symbole de Boardman de l'idéal standard 
Jj:m (Voir définition p. 44). 
Réponse. I. 


Problème. Montrer que le symbole de Boardman d'un idéal stan- 
dard change (devient plus petit) si l’on ajoute à l'idéal au moins une 
série qui n'en fait pas partie. 

Indication. Voir 1), 2), 3) ci-après (p. 49). 


Problème. Montrer que le nombre Z (7) est indépendant de m 
(on suppose que m> i). 


2.7. Description des classes de Boardman d’après Mather. Le 
travail de Boardman a été plus d’une fois réexposé dans la littérature 
(voir [223], [206], [271]). Nous décrironsen grandes lignes la démons- 
tration du théorème de Boardman proposée par J. Mather [206]. 

Désignons par ôJ l'extension jacobienne maximale de l'idéal J 
(dans l’algèbre des séries entières formelles de m variables, à coeffi- 
cients complexes pour fixer les idées). 

Introduisons l’opérateur f$ de boardmanisation de l'idéal: 


BJ = J + (67)? + (627) +... + (6XJ) #1 +... 


Remarque. Dans ces notations le symbole de Boardman 1 (J) = 
= (j>is>...) de l'idéal J s'écrit comme suit: 


i, = corang J, i, — corang ôJ, ..., i, = corang 6“. 


Par rang d'un idéal dans l'algèbre des séries formelles, on entend le 
nombre maximal de coordonnées indépendantes qu’on peut tirer des 
séries faisant partie de l'idéal: 


r = rang J = dim (J + m°)/m°. 
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Le corang de l'idéal est la différence entre le nombre des variables 
et le rang: 


corang J =m—r. 


L'extension jacobienne maximale ÔJ de J s'écrit dans ces nota- 
tions ôJ = A,+:,9J, r = rang J (l’ordre des mineurs associés est 
d’une unité supérieur au rang de l'idéal). 


Proposition. Un idéal J est de symbole de Boardman I si et seule- 
ment si son boardmanisé BJ est équivalent à l'idéal standard J;.me 

Deux idéaux dans l’algèbre des séries formelles sont dits équiva- 
lents si un idéal se transforme dans l’autre par un changement 
(formel) de variables. 

La démonstration dela proposition est fondée sur trois 
résultats faciles à vérifier: 


1) B = Pô, P° = BP 


J = J si et seulement si l’idéal J est équivalent à l'idéal 
standard J'y: m 


Pour les détails de la démonstration, voir le travail de Mather 
cité. 

Soit un symbole de Boardman 7 à X éléments (i,, is, . . ., in) 
(ie. ip+1 =... = 0). On peut alors remplacer, partout dans le 
texte qui précède, l'algèbre des sérics entières formelles par l’algèbre 
des k-jets C [lr,, . .., z,.ll'm"*t. 

Considérons l'espace des £-jets des applications de C” dans C" 
qui appliquent O dans 0. Dans cet espace, définissons pour chaque 
symbole de Boardman / une variété de Boardman ZT: c’est l’ensemble 
des jets d’applications pour lesquels le symbole de Boardman de 
l’idéal construit à partir des composantes de l’application (i.e à par- 
tir des r fonctions de m variables définissant l’application) est égal 
à LI. 

Chaque idéal de symbole de Boardman J se transforme par board- 
manisation en un idéal équivalent à l’idéal standard de symbole J. 
Associons à chaque k-jet d'application de Z7 l'idéal équivalent 
à l’idéal standard obtenu par boardmanisation à partir de l’idéal 
construit sur les composantes du jet. L'application obtenue est une 
fibration différentiable. Désignons par U la base du fibré, i.e. l’en- 
semble de tous les idéaux équivalents à l’idéal standard de symbole 7 
dans l'algèbre des k-jets. 

Chaque fibre du fibré construit Z!—+U est la variété des k-jets 
d'applications qui définissent les idéaux dont tout boardmanisé 
est un idéal fixe équivalent à l'idéal standard. En particulier, la 
fibre au-dessus de l'idéal standard est la variété de tous les k-jets 
d'applications qui engendrent par boardmanisation l'idéal standard. 
Désignons cette fibre par V. 


&4—-0465 
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La codimension de la variété de Boardman Z' dans l'espace des 
k-jets envoyant O sur 0 est égale à la codimension de la variété V 
des k-jets d'applications engendrant par boardmanisation l'idéal 
standard, diminuée de la dimension de la variété U de tous les 


idéaux équivalents à l'idéal standard: 


codim >Z/=—codim V—dimU. 


Le minuende ct le nombre à soustraire se calculent séparément. 

La condition nécessaire et presque suffisante pour qu'un k-jet 
définisse par boardmanisation un idéal standard de symbole I est que les 
supports de toutes lescomposantes appartiennent à celui de l'idéal stan- 
dard. Le mot « presque » veut dire que si les supports des composantes 
appartiennent à celui de l’idéal standard, alors l’idéal construit 
sur ces composantes est de symbole de Boardman donné J pour pres- 
que toute famille de coefficients des composantes [« presque toute » 
signifie « n'appartenant pas à une hypersurface dans l’espace des 
familles de coefficients »; on suppose en outre que ñn> m — i, et 
que pour ñ = Mm — i, On à aussi és = . .. — ip — 0 (si cette condi- 
tion n'est pas respectée, Z7 est vide). 

J1 ressort de ce qui précède que la codimension de la variété V des 
jets qui définissent un idéal standard de symbole de Boardman 7 
dans la variété de tous les k-jets d'applications différentiables de 
C” dans C" envoyant 0 sur 0 est n fois plus grande que la codimen- 
sion de l'idéal standard dans l'idéal maximal m: 


codim V = n dim m/J;:m — nu (1). 


Pour calculer la dimension de la variété de tous les idéaux équi- 
valents à un idéal standard, considérons l’action canonique du groupe 
des k-jets de difféomorphismes de l’espace C” laissant O0 invariant 
sur l’ensemble des idéaux de l'algèbre des k-jets. Considérons le sous- 
groupe formé des jets de difféomorphismes qui renvoient à lui- 
même l'idéal standard de symbole de Boardman 7 dans l'algèbre des 
R-jets, i.e. le stabilisateur de l’idéal standard. Ce sous-groupe du 
groupe des k-jets de difféomorphismes de (C :, Ü) dans lui-même sera 
désigné par }. 

La dimension de la variété U de tous les idéaux équivalents à l'idéal 
standard est égale à lacodimension du sous-groupe H dans le groupe de 
tous les k-jets de difféomorphismes. 

Il reste donc à calculer le nombre des restrictions imposées aux 
composantes d’un difféomorphisme par la condition de conservation 
de l'idéal standard de symbole de Boardman J. 

Il est commode de faire ce calcul à l’aide du diagramme de Young 
(fig. 29). Rappelons que nous avions désigné par k, la longueur de 
la colonne x, du diagramme, i.e. la longueur de la colonne dont la case 
supérieure (celle de la ligne zéro) est occupée par z.. 
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Déterminons pour chaque variable x, le diagramme tronqué au 
niveau de x,: on l'obtient à partir du diagramme de Young initial 
en éliminant toutes les lignes qui coupent la colonne z,, sauf la 
ligne zéro (leur nombre est À, — 1). En 
termes du symbole de Boardman, la 
troncature au niveau de zx, signifie 
l'élimination des k, — 1 premiers 
éléments du symbole: à, ..., ir 1. 
Tous les diagrammes tronqués obtenus 
à partir du diagramme de la figure 29 
sont montrés sur la figure 30. 


Proposition. Pour qu'un difféomor- 
phisme applique un idéal standard dans 
lui-même, la condition nécessaire et 
presque suffisante est qu'il transforme 
chaque fonction coordonnée x, en une 
fonction appartenant à l'idéal standard 
correspondant au diagramme tronqué 
au niveau de x, 

Les restrictions imposées au difféomorphisme par cette proposi- 
tion peuvent s’écrire sous la forme 


ET € Jn,-15 


où S est l'opérateur d'élimination du premier élément du symbole. 


Par exemple, pour le diagramme (2, ..., 2, 1, ..., 1) à deux 
mm mm” me” 


P q 
variables (m = 2) les restrictions sont les suivantes: l’image de z, 
appartient à l'idéal construit sur z, et r2*!, et l’image de z2, à l'idéal 
construit sur x, et z° (i.e. à l'idéal maximal). Pour les détails de 
la démonstration, voir [206]. 

De la dernière proposition il ressort que la codimension du stabi- 
lisateur de l’idéal standard de symbole de Boardman J est égale à la 
somme des codimensions des idéaux standards qui correspondent 
aux troncatures des diagrammes de Young au niveau de z;, z:, . .. 
Ainsi donc, 


dim U = codim 4 = (io — x) p (7) + (ë — à) un (ST) + 
+ (és — is) p (SI) +... 


(S est l'opérateur d'élimination du premier élément du symbole; le 
diagramme tronqué reste invariable le long de chaque palier du dia- 
gramme de Young, aussi un terme pu (S’7) intervient-il exacte- 
ment ë, — i,41 fois, la longueur du palier correspondant). 


4e 
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Cette formule, conjointement avec la formule déduite plus haut 
pour la codimension de la variété V de tous les À-jets d'applications 
définissant un idéal standard, nous conduit finalement à la formule 
de Boardman: 


codim 21= codim V — dim U—=(n—i, + ü)u (1) — 
— (iy — Ÿe) (ST) — (ie — is) un (STI) — .. 


Remarque. Nous voyons que les classes de Boardman sont étroi- 
tement liées à des polyèdres convexes spéciaux du diagramme de 
Newton (les polyèdres standards). Considérons sur le diagramme de 
Newton un polyèdre convexe défini par un système d'’inégalités 
linéaires non homogènes à coefficients entiers non négatifs À. Un tel 
polyèdre contient 0 si toutes les inégalités sont de la forme (À, p) < 
<< À, Où tourne sa convexité vers 0 si toutes les inégalités sont de la 
forme (4, p)> À. Dans le premier cas (compact) nous considérerons 
l'idéal dont le support est le complémentaire du polyèdre, et dans 
le second cas, le polyèdre (non compact) lui-même. Dans le premier 
cas comme dans le second, nous pouvons associer au polyèdre une 
classe d'applications, à savoir la classe de toutes les applications 
pour lesquelles, quitte à choisir convenablement un système de coor- 
données, l’idéal engendré par les composantes de l’application est 
contenu dans l'idéal construit à partir du polyèdre. Îl serait inté- 
ressant d'étudier les classes de singularités correspondantes. 


$ 3. Différentielle quadratique d’une singularité 


Le rang de la différentielle première f, conduit aux classes de 
singularités Zi. L'étude de la partie quadratique de l'application 
permet une classification plus précise : à chaque singularité on fait 
correspondre une famille linéaire de formes quadratiques liée intrin- 
sèquement à cette singularité. 


3.1. Définition de la différentielle quadratique. La différentielle 
seconde n'est invariante que sur le noyau de la première et seulement 
à l’image dela première près. On appelle donc différentielle quadrati- 
que d’une application f: M"— N°" en un point x € M” l’applica- 
tion quadratique *) d'espaces vectoriels 


fx: Ker f,—+ Coker f,, 


où Ker f.= TM est le noyau de la différentielle première f,: T,M— 
— TywN et Coker f, = Ti) N/f.T.M son conoyau. 


*) Une application d'espaces vectoriels &«: À —+ B. est quadratique s'il 
existe une application bilinéaire symétrique &’: À + À — B tello que & = 
= a’o A, où A est l'application diagonale A: À > 4 + À, Ar) = (x, 2). 
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Définissons d’abord l'application f,. au moyen de coordonnées 
locales : 


X: TM" M7, Y:T,SON" = N?, 
où 
d 


X(O=r, YO=f() LR XESE ln ESE 


{m0 


Dans ces coordonnées l’application f s'écrit 
D: TM — TyoNs, où p=Y"tofoxX. 


Définition. La valeur de la différentielle quadratique f.. sur 
ë € Ker f, est 


fxx (E)= lim SE /S,T.M € Coker f.. 
t0 


Lemme. La différentielle quadratique f,. est indépendante du 
choix des coordonnées locales X, Y. 


Fig. 31 


La démonstration ressort immédiatement de la formule de Tay- 
lor (fig. 31): 
Ô 4 / 0? 
p= nt (+ 0 1)+0(n. 
Si nEKerf,—=O(t), 6É=0 (t?), alors 
p(n+£)= 


=f.(n+0+5 (ln n)+(SE bn +R E)+... = 
=f44 5 (Sn n) +00. 


C.Q.F.D. 


On démontre en même temps que dans le système local où n1,.. . 
.... a Sont les coordonnées n € Ker f, et ps. . . ., pr, les coordon- 
nées dans Coker f,, la différentielle quadratique se définit par la 
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formule 


FL 
(fx (n))e =+ D TE Va 
3, À 


Exemple. Pour l'application à singularité non supprimable Z*,° 
(exemple du $ 2, p. 41) la différentielle quadratique se définit par 
les formules f..: (rs, 24) > (25 + xf, st). 


Remarque. La différentielle cubique ne se laisse pas définir, 
elle, par la construction décrite. Les différentielles supérieures 
invariantes peuvent être obtenues par itération de la construction 
suivante de la « dérivée interne » de Porteous. 


3.2. Dérivée interne. Soient deux fibrés vectoriels de base com- 
mune PB, et soit À une application de ces fibrés. La dérivée interne 0 
de À en un point b de B est un opérateur linéaire 


0À : T,B— Hom (Ker Al;, Coker A) 


qui se définit comme suit. 

Au voisinage de tout point de la base les fibrés sont des produits 
directs, si bien qu’on peut fixer les systèmes de coordonnées dans les 
fibres. L'application À se définit alors par une famille d'opérateurs 
linéaires À, qui opèrent tous de l’espace de la fibre type X du premier 
fibré dans l’espace de la fibre type Ÿ du second; le paramètre x 
appartient à la base du fibré. On fixe également un système de 
coordonnées d'origine b € B et l’on assimile le point zx de B à un 
vecteur d'espace vectoriel. Soit £ un vecteur de X. Le développe- 
ment taylorien du vecteur À,Ë suivant x commence par les termes 


A,5 = AG +D(H)E+..., 


où D dépend linéairement de x; D(x) est un opérateur linéaire de X 
dans Ÿ. Désignons par i: Ker A,— X le plongement du noyau de 
l'opérateur À, dans l’espace source et par x: Y — Coker 4, la pro- 
jection de l’espace but Y suivant 4,X sur l’espace quotient Y/A,X. 
La valeur de la dérivée interne sur le vecteur x de T,B se définit 
comme un opérateur linéaire du noyau dans le conoyau de l'’applica- 
tion A,, à savoir: 


OA (x) = roD (r)oi:Ker ÀA,— Coker 44. 


[1 est évident que cet opérateur dépend linéairement de zx. Il est 


tout aussi clair qu'il ne dépend pas du choix du système de coordon- 
nées sur la base. 


3.3. La dérivée interne est invariante. Montrons que l'opérateur 
ainsi construit ne dépend pas des systèmes de coordonnées dont on 


munit les fibres. En effet, introduisons de nouvelles coordonnées ë, n 
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dans les fibres, telles que 


E=P(2)Et, n—=Q(Gn 


(P (x) et Q (x) sont des opérateurs linéaires de X dans X et de Y 
dans Ÿ respectivement, qui dépendent différentiablement du point x 
de la base). Dans les nouvelles coordonnées l'application initiale 


n= A(z)E devient n = A(x)Ë, où À (x) = Q (x) À (x) P (x). 
Dérivons par rapport à x en x = 0; il vient 


= AP + Q É pLQA LS. 


_ : 
Le premier terme s’annule sur le noyau de À, et le troisieme appar- 
tient à l’image de À,. Désignant par i et x respectivement le plonge- 


ment et la projection de Ker À, dans son conoyau, on écrira la déri- 
vée interne en nouvelles coordonnées comme suit: 


À (x)=7roD(roi-=roQoD(x)ePoi— 
= QoroD(rz)sioP—=Qc0A(x).P, 


ce qui montre que l'opérateur linéaire 94 (x) est bien indépendant 
du choix des systèmes de coordonnées. 


3.4. Fibré vertical d’une application. Dans le cas de la dérivée 
d’une application différentiable f: M —> N, les résultats précédents 
s'énoncent comme suit. La dérivée définit une application de 
fibrés vectoriels fyçx): T.W— T;, N° de 
bases différentes. Pour revenir à une base 
commune, associons à f un nouveau fibré, 
dit fibré vertical de f. Il s'avère souvent très 
utile au cours des opérations sur f. Le fibré 
vertical se définit comme suit. 

Considérons le graphe T, de l’appli- 
cation f: M—- N (fig. 32). l', est une sous- 
variété du produit direct M X NV, qui peut Pie. 32 
être assimilé à un fibré de base M. Le Fe 
graphe est une section de ce fibré: sa pro- 
jection sur W parallèle à V est un difféomorphisme l,—+ M. 
Les fibres parallèles à V sont transversales au graphe. Les espaces 
tangents aux fibres dans tous les points du graphe forment le fibré 
vertical de l'application f. Identifiant le graphe [', à la variété sour- 
ce M au moyen de la projection naturelle, on peut assimiler le fibré 
vertical à un fibré de base M. On est alors en droit de dire que {le 
fibré vertical d'une application f: M— N est un fibré dont la fibre 
au-dessus d'un point x de M est l'espace TN tangent à N en f (x). 
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Le fibré vertical de f se note f*TN. 

La dérivée de f définit une application naturelle de fibré tangent 
à la variété source dans le fibré vertical : à tout vecteur & de 7 ,.W 
elle associe un vecteur f,, & de la fibre TV du fibré vertical. La 
dérivée interne de cette application de fibré définit une application 
bilinéaire 6 : T,..M X Kerf,,.—> Coker f,.. Cette application biliné- 
aire, définie intrinséquement par l'application différentiable f, 
est plus informative que la différentielle quadratique. Cette dernière 
s'obtient en faisant la restriction de & à la « diagonale »: 


Ô (E, ë) — 2fxx (&), ë € Ker fax 


3.5. Famille de formes quadratiques associée à la différentielle 
quadratique. A la différentielle quadratique f.. est liée intrinsèque- 
ment une famille Z de formes quadratiques. Soient F l’espace vectoriel 
des formes quadratiques réelles sur Ker f,, et C” l’espace dual 
de Coker f,. A toute forme 


a: Cokerf, +R, &œEC, 
correspond une forme quadratique & o f.+ € F. 


Définition. On appelle famille de formes quadratiques L associée 
à f-+ l’application linéaire du co-conoyau de f, dans l’espace des 
formes quadratiques sur le noyau de f. : 


L:C—-F 
définie par la formule L (a) = «& o f.…. 


Exemple. Soient Ker f, et Coker f, de dimension 2. 

L'espace }’ des formes quadratiques de deux variables est de 
dimension 3, et la famille ZL est une application du plan C” de dimen:- 
sion 2 dans l’espace F de dimension 3. 

On peut munir l’espace des formes 
quadratiques F d’une structure supplémen- 
taire en faisant la classification des formes 

4 suivant les indices d'inertie. Soient x,;, x: 
les coordonnées sur Ker f.. Munissons F de 
coordonnées a, b, c; un point de coordon- 
nées a, b, c n'est autre qu'une forme 


az? + 2bzix, + crs. 


Le lieu des formes de rang 1 (parabo- 
liques) dans F est un cône b* = ac (fig. 33). 
Le sommet du cône est une forme nulle. L'intérieur des deux 
nappes du cône est constitué de formes elliptiques des types 
(+, +) et (—, —), et leur extérieur, de formes hyperboliques du 
type (+, —). 


Fig. 33 
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La famille Z est un sous-espace L (C')S F, qui peut être situé 
dans F de sept manières différentes : 

1. Un plan entièrement extérieur au cône (toutes les formes du 
faisceau sont hyperboliques). Exemple: &; (x? — x?) + œotite. 

2. Un plan qui coupe le cône (le faisceau contient deux formes 
paraboliques). Exemple: ar! + œrs. 

3. Un plan tangent au cône (le faisceau contient une forme 
parabolique). Exemple: @;x° + œorite. 

&. Une droite passant à l’intérieur du cône. Exemple: &, (x° —+ 
+ z5) + @: - 0. 

à. GE droite passant à l’extérieur du cône. Exemple: &ixzir: — 
+ Œo e 

6. Une droite tangente au cône. Exemple: arf + @> - 0. 

7. Le point @,; - 0 + «2 - 0. 

Il se trouve que la situation du sous-espace représentatif de L 
est un invariant de la singularité. 


Notations. Soit F (R*) l’espace vectoriel des formes quadratiques 
de À variables. Soit 
H (c, k) = Hom (R°, F (R“)) 


l'espace vectoriel des familles linéaires c-paramétriques de formes 
quadratiques de * variables. 

Le groupe GL (c, R) x GL (4, R) des transformations linéaires. 
de R° et R* opère naturellement sur X (c, k) d’après la formule 


(ge X 8x)L] (£e) Er = L (g2'Ec)gr En, 
Be € R°, Ex € R*, £e € GL (c, R), 8x € GL (x, R). 
Exemple. L'espace H (2, 2) est de dimension 6; sous l’action du 


groupe GL (2, R) x GL (2, R) il se décompose en les sept orbites de 
l'exemple précédent. 


Rappelons maintenant qu’à tout germe d'application f: M—- .V 
en un point z € M nous avions associé une différentielle quadrati- 
que f.., et à cette dernière une famille de formes quadratiques 

L; E Hom (C’, F(K))}, C’ = Cokerf,, K = Ker f.. 

Choisissant les identifications 

C'&=R, c=—= dim Coker f,, K= R*, k= dim Ker f,, 


on associe à la famille L, un élément de À (c, k). Diverses identifi- 
cations d'espaces vectoriels s’obtiennent par l’action du groupe 
GL (c, R) X GL (k, R) sur H (c, k) décrite ci-dessus. Nous avons 
donc démontré le 


Lemme. La construction décrite associe à tout germe d'application 
j:M— N en x intrinsèquement (par difféomorphismes de M et V} 
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une orbite d'action du groupe GL (c, R) X GL (4, R) dans l'espace de 
toutes les familles c-paramétriques de formes quadratiques de k variables 
H (ce, k), où c = dim Coker f, et k — dim Ker f.. 

3.6. Singularités Z° elliptiques et hyperboliques. Du lemme 
précédent découle le 


Corollaire. Soient deux applications f,: Ri—> R;, définies par les 
formules 


L: Li 

za Zs 

z | 7 Hz !rits d-2T 
3 3 dr 13 226 
L4 TiT, 


Leurs germes en 0 ne sont pas équivalents, i.e. il n'existe pas de germes 
de difféomorphismes h, k, h (0) = 0, k (0) = 0, tels que le diagramme 


R’ J + R° 
h k 


Re R' 


soit commutatif. 

Démonstration. Danscecasc = k = 2, et l’on retrouve 
l’espace À (2, 2) de l'exemple précédent. La famille L., se définit 
par les formules 


Qi (TS + 2°) + rs 


et définit un plan dans l'espace (a, b, c). Pour f- ce plan est extérieur 
au cône, donc à f- correspond la première des sept orbites de l’exem- 
ple. Pour f. le plan coupe le cône et f+ se traduit par la deuxième 
des sept orbites. Les orbites sont différentes, d’où il découle que les 
germes do f+ et f- en 0 sont non équivalents, e qu'il fallait démon- 
trer. 

Remarque 1. On vérifie sans peine que les /. admettent en 0 une 
singularité non supprimable de classe Z*. Ainsi donc, la classifica- 
tion suivant les classes de Boardman ZT est incomplète. La singula- 
rité de f- s'appelle singularité elliptique de classe Z*, et celle de f4, 
singularité hyperbolique. (Pourquoi?) 


| Remarque 2. On vérifie sans peine que les applications elliptique f_ 
et hyperbolique f+ en 0 sont différentes non seulement différentiable- 
ment mais aussi topologiquement. Pour mieux comprendre leur 
structure, on peut les assimiler à des applications plan sur plan 


Ts Ta E LH TT Horus 
de 
L, TsTe 
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dépendant des paramètres zx,, x.. Pour x, = x, = 0 on obtient soit 
une application complexe z + 2? (f_), soit un « coin » (f+) équivalent 


à l'application 
rs = 
Uz us Va 


(voir fig. 34). Cela suffit pour s’assurer que les applications f+, f_ 
sont topologiquement non équivalentes : l’image de f_ recouvre Ré et 
celle de f+ non. 


U2 


Fig. 34 


Pour z,, x, petits on a une application proche dont la structure 
est ou bien celle de la figure 17, p. 22 (cas de (f_)), ou bien celle de 
la figure 18, p. 23 (cas de (f+)). 


Remarque 3. Il sera montré plus tard que les germes des deux 
applications f. sont stables. On montre également que toute applica- 
tion .*—> N% se laisse approcher par une application dont le germe 
en tout point est équivalent à l’un des sept germes stables définis par 
les formules 


20: Yi = Ts i=1Â,...,4, 

Z1,0: Y=tn i=1,...,3, yi=4, 

tr 1,0: Yi = Lt = 1, ...,9, Us = Tite +2, 

ZOO pr, i=1,...,8 y=rnn + ta, 

21 41,10 y=zx, i=1,...,38, Y,=Tti + reti+ rt + 2, 


2, 0, . 2 2 
+= Di ymrs IR2, Ys=ts + Faits tete, Vi = Tate, 


2,0. : L | ” 
j_- = 2° Y=tn i<2, Ya = Ts — Ti + TiTs Tele Vi = TT. 


3.7. Existence d'applications instables non supprimables. Le 
lemme précédent a encore un corollaire. 


Théorème (Thom [273]). L'ensemble des applications stables M — 
+ N° n'est pas partout dense dans l'espace des applications différentia- 


bles MN" pour n> 3. 
La démonstration est basée sur la remarque suivante. 


60 NOTIONS FONDAMENTALES [CH. 1 


Lemme. Toute orbite de GL (nr, R) X GL (n, R) dans l'espace des 
familles n-paramétriques de formes quadratiques à n variables H (n, nest 
de codimension strictement positive pour n > 3. 

Démonstration. De toute évidence 

dimA{(n,n) = 200 


dim GU(n, R) X GL(n, R) = 2n?. 


_ Îl'existe un sous-groupe de dimension 1 (des scalaires) qui laisse 
invariants tous les points de F. La codimension de toute orbite est 
donc non inférieure à 


MOD (nr _1>1 n>3. 


Plongements 


(Whitney) Le lemme est démontré. 


Considérons maintenant une ap- 
plication f: A"— N°" qui admet 
en O0 une singularité transversale 
du type Z". D'après la formule du 
produit des corangs, la singularité 
Z"(f) est de codimension n°, et 
toute application proche admettra 


- en un point voisin de 0 une singu- 
m larité du type 2”. 
Fig. 35 Considérons la différentielle 


quadratique f,. en O ainsi que 
l’orbite qui lui correspond dans H (n, n). Puisque cette orbite est 


de codimension >1, il existe dans un voisinage quelconque de } 
des applications f dont les différentielles quadratiques en un point 
de 2" (ÿ) correspondent à des orbites différentes (de telles applications 


j sont faciles à construire: il suffit de varier dans f le jet d'ordre 2). 


Par conséquent, le germe de toute application j: A/ +N"en 
O0 E ZX" (f) est instable, ce qui démontre le théorème. 


Remarque 1. En termes de la figure 35, nous avons démontré 
que le point m — n — 9 appartient à un domaine d’instabilité 
(dit domaine des mauvaises dimensions de Mather). 


Remarque 2. Le théorème ci-dessus revient à dire que les singula- 


rités différentiables d'applications 1/" — NV" admettent pour r 
grands des « modules » (i.e. des invariants par rapport aux difféomor- 
phismes qui varient de façon continue avec l’application). Par 
exemple, de la démonstration précédente il découle que pour > 3 
on a au moins un module. 


8 4) ALGEBRE LOCALE ET THÉORËÊME DE WEIERSTRASS 61 


Pour un n suffisamment élevé le nombre des modules devient 
infini; autrement dit, l’espace des singularités non équivalentes 
différentiablement est de dimension infinie. En effet, pour des ñ 
suffisamment grands, dans l’espace source existent des sous-variétés 
des singularités non supprimables de type courbe (surface, ...) 
en chaque point desquelles les jets de l'application admettent des 
modules. Il y a plus: en augmentant n, on aboutit inévitablement 
à la situation où le nombre des modules devient plus grand que la 
dimension de la sous-variété (courbe, surface, ...) sous-jacente. 
En pareil cas la famille des modules définit une application de la 
sous-variété indiquée de l’espace source dans l’espace des valeurs des 
modules. L'image par cette application est un sous-ensemble (courbe, 
surface, . . .) dans l’espace des valeurs des modules. Ce sous-ensemble 
est un invariant de l’application initiale. Nous obtenons donc comme 
invariant d'applications différentiables une courbe (surface, . . .). 
On peut dire que pour des n suffisamment grands les modules eux- 
mêmes deviennent fonctionnels. Il serait intéressant de formuler 
des théorèmes correspondants sur le comportement asymptotique du 
nombre des modules dans l’espace des k-jets pour À arbitraire. 

Pour les applications 1/7" — N” avec m, n arbitraires, la situa- 
tion se présente d’une façon analogue, à ceci près que m» doit aug- 
menter avec z: on s'avance ainsi dans le domaine des mauvaises 
dimensions de Mather hachuré sur la figure 35. La frontière des modu- 
les fonctionnels dans le plan de (m, n) a été récemment calculée par 
C.T.C. Wall. Il reste à trouver les frontières des modules en forme de 
fonctions de r variables, pour chaque r. 


$ 4. Algèbre locale d'une singularité et théorème 
de préparation de Weierstrass 


Tout objet géométrique peut être décrit de deux façons: en termes 
de points de variétés et en termes de fonctions sur des variétés. La 
où le géomètre parle variété, l’algébriste préfère parler algèbre de 
fonctions (sur cette variété). À la notion de sous-variété répond celle 
d’idéal (formé de fonctions s'’annulant sur la sous-variété en question). 
On obtient l'algèbre des fonctions sur la sous-variété au départ de 
l’algèbre des fonctions sur la variété initiale par passage au quotient 
par l'idéal. Les points d’une variété sont des sous-variétés minima- 
les, auxquelles correspondent des idéaux maximaux, et ainsi de 
suite. 

La description algébrique s'avère particulièrement avantageuse 
dans le cas de dégénérescence, quand les objets géométriques sont 
microscopiques et se prêtent difficilement à une étude directe. 

En particulier, à chaque singularité d'une application différen- 
tiable en un point est associée une algèbre locale: « l’algèbre des 
fonctions sur l’image réciproque infinitésimale du point ». Pour ex- 
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pliciter la définition de cette algèbre, commençons par un exemple 
très simple. 


4.1. Algèbre des fonctions sur une paire de points infiniment 
proches. Considérons l'application de la droite numérique sur une 
droite, définie par la formule y = x* (fig. 36). Fixons une valeur non 
singulière y = e. Elle est image de deux 
points. Considérons l’algèbre de toutes 
les fonctions sur l’ensemble constitué 
par ces deux points, ou paire de points. 
Cette R-algèbre (algèbre sur le corps 
commutatif R) est un espace vectoriel 
fonctionnel de dimension 2 (puisque la 
fonction se définit par ses valeurs en deux 
points) muni de l'opération de muiti- 
plication (point par point) de fonctions. Notons Q. l'algèbre des 
fonctions sur les images réciproques du point &. 

L'espace vectoriel de Q. admet une base canonique de ô-fonctions: 


{ 4 pour z=Ve, 0 pour z=Ve, 
Ô, — — Ô —= = 
0 pour z=—Ve ; 4 pour z2=— — Ve. 


Fig. 36 


Cependant elle est peu commode pour étudier le passage à la limite 
pour e—> 0. Introduisons dans @. une autre base en faisant la restric- 
tion des polynômes élémentaires de degré inférieur à 2 en x à notre 
paire de points: 


ee = À, ee = zx. 


La table de multiplication de Q, dans la seconde base est 


1 1 
x z 8 


Faisons tendre e vers zéro. Alors l'opération définie par l’algèbre 
(multiplication dans l’espace de dimension 2 des polynômes de degré 
inférieur à 2) passe à la limite à une opération (dans le même espace 
vectoriel) définie par la table de multiplication 


| 1 z 
| | z 
x & 0 
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L'espace des polynômes de degré inférieur à 2 muni de l'opération 
indiquée est une algèbre, dite algèbre des fonctions sur une paire de points 
infiniment proches, Q = lim Q. 
20 

Cette algèbre peut également être présentée sous forme d'algèbre 
quotient Q@ = Rilxil/(x°) de l'algèbre R [{xll des séries entières 
formelles de x par l'idéal engendré par x“. Au lieu de l'algèbre des 
séries, on peut aussi prendre l'algèbre des polynômes R [x]. C'est la 
raison pour laquelle l’algèbre Q des fonctions sur une paire de points 
infiniment proches s’appelle aussi algèbre des polynômes tronqués 
de degré inférieur à 2. 

Dans le cas d’une application différentiable arbitraire, on se 
trouve dans une situation plus générale d’algèbre des fonctions sur 
l'image réciproque infinitésimale d’un point. 


4.2. Algèbre locale d’une application en un point. Soit f : (R”, 0)—- 
— (R7, 0) une application différentiable définie au voisinage du 
point 0 de R" qui l’envoie en le point 0 de R". En coordonnées, f se 
définit par nr fonctions de m variables: 


= LE sea hs = nest) 

Afin de couvrir toutes les variantes possibles qui peuvent se 
présenter selon la classe de différentiabilité, nous introduisons une 
notation unique À, (A comme algèbre) pour la « R-algèbre des fonc- 
tions de classe donnée » de x. À, peut prendre comme valeurs par 
exemple : 

€. algèbre des germes de fonctions indéfiniment différentia- 
bles en 0; 

H,, algèbre des séries entières convergentes ; 
R [[x]}, algèbre des séries entières formelles, etc. 
(Pour F/, le rayon de convergence dépend de la série. Dans les deux 
derniers cas on doit penser aussi aux variantes complexes, ji.e. à 
l'algèbre des germes holomorphes et des séries formelles C [[x]].) 

Les éléments f,, . .., f, de l'algèbre des fonctions À, engendrent 
un idéal dans À.. Il est formé de toutes les combinaisons linéaires 
hf; +... +h,fn à coefficients h; de l'algèbre des fonctions A.. 
L'idéal engendré par f,, . .., f, sera noté (f,, . . ., fn). 


Définition. On appelle algèbre locale d'une application f en 0 
l’algèbre quotient de l’algèbre des fonctions par l'idéal engendré par 
les composantes de f: 


Q; sc A,lT}, I; — (as . e .3 fn). 


Exemple. Soient m = n = 1 et f(x) = x°. L'algèbre locale de 
cette application en 0 est une algèbre des fonctions sur une paire de 
points infiniment proches, ou algèbre à deux dimensions des polynô- 
mes tronqués de degré inférieur à 2 (voir n° 4.1). 
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Remarque 1. L'algèbre Q, est indépendante du choix des coordon- 
nées locales sur la source et le but. Plus exactement, le passage à un 
autre système de coordonnées induit le passage de la suite exacte de 
R-algèbres 0 — 7; —+ A,—+ Q,;— 0 à une suite isomorphe. 


Remarque 2. Les algébristes disent qu'une algèbre est locale 
si elle n’admet qu'un seul idéal maximal (i.e. un idéal qui ne soit 
pas contenu dans un idéal plus grand distinct de la totalité de l’al- 
gèbre en question). Géométriquement, les idéaux maximaux corres- 
pondent aux sous-variétés minimales. i.e. aux points. Dire qu'une 
algèbre est « locale » revient donc à dire qu’elle est « concentrée en 
un point ». 

Nos algèbres de fonctions À, et Q, sont locales (leur unique idéal 
maximal se compose des fonctions qui s’annulent à l'origine). Un 
idéal maximal se note généralement m. 


Remarque 3. (On peut donner une définition intrinsèque de 
l'algèbre locale Q;. Soit 4, l'algèbre des « fonctions de classe don- 
née » au point Ode l’espace but (i.e. une algèbre des fonctions ou des 
séries de Yy, « . -; Yn). L'application f induit un homomorphisme de 
R-algèbres f*: 4,— A,, (f*p) (x) = q( (x)). Soit m, l’idéal maximal 
de À, (i.e. l’ensemble des fonctions ou séries de y s’annulant en 
y = 0). L'image de m, par l'application /* n’est pas en général un 
idéal dans 4,. Construisons l'idéal 7; — A,-f*m,; alors Q, = 
— A,lTy. 

Exemple. Soit A, = R [fx]], f (x) = x°. Alors 

Az = {ap + ax + ...} (toutes les séries formelles); 

m, {by + bey* + . . .} (sérics formelles sans terme constant); 

f*m, = {biz + bex* + ...} (séries formelles paires sans terme 
constant) ; 

A, ffm, = {asz* + a3z° + ...} (sérics formelles sans terme 
constant ni terme de descré 1); 

Q; = {ao + &x} (algèbre des polynômes tronqués de degré 
inférieur à 2). 


Problème 1. Vérifier que la définition de 7, donnée dans la remar- 
que 3 est équivalente à sa définition en termes de coordonnées 7} = 


= (fs cs fn). 


Problème 2. Soient m = nr = 1, f (x) — x“. Montrer que Q, est 
une algèbre de polynômes tronqués de degré inférieur à k, i.e. que 
c'est une algèbre de polynômes a, + ax + ... + a:_,7*"1 munie 
de la multiplication d'après la règle z* — 0. Comme espace R-vecto- 
riel, cette algèbre est de dimension k. 


Problème 3. Soit f une application de Whitney R*-1—- RÀ-1 
définie par y, = 2ù + 2er}? +... + Zhity Ye = Los oo  Yhn = 


8 4 ALGEBRE LOCALE ET THEOR£ME DE WEIERSTRASS 65 


= 13. Montrer que @Q, est une algèbre de polynômes tronqués de 
degré inférieur à À 

Problème 4. Soient f4: R°— R‘ des applications elliptique et 
hyperbolique de classe 2° (p. 41). Montrer que les deux R-algèbres 
locales correspondantes @; 4, Sont de R-dimension 4 et qu'elles sont 
non isomorphes. 


Remarque. Dans le cas complexe, les applications f. sont équiva- 
lentes et les C-algèbres correspondantes sont de C-dimension 4 et 
sont isomorphes. Ainsi donc, les R-algèbres non isomorphes Q; , Sont 
deux « formes réelles » d’une seule et même C-algèbre, cette dernière 
étant la complexifiée de chacune des deux R-algèbres. 


4.3. Multiplicité d’une application en un point. Remarquons que 
le nombre des images réciproques d’un point générique dans les 
variantes complexes des problèmes 2 à 4 ci-dessus est exactement 
égal à la dimension de la C-algèbre locale correspondante Q; sur C 
(k, k et 4 respectivement). Ce n’est pas un fait du hasard. 

Soit un germe d'application holomorphe f: (C", 0) —> (C", 0). 


Théorème. Le nombre des images réciproques proches de O qu’un 
point générique proche de O admet par l'application f est égal à la dimen- 
sion de l'algèbre locale: 

U — dimc Q;. 
La démonstration de ce théorème fait l’objet du paragraphe sui- 


vant. où l’on trouve aussi la définition exacte du « nombre d’images 
réciproques proches de 0 ». 


Remarque. Si. dans le cas holomorphe, Q;, est de dimension finie 
sur C. alors 0 est un point isolé dans l’image réciproque de 0 (i.e. dans 
fr (0)). Il en est autrement dans le cas réel analytique: Q; est de 
dimension finie sur R si et seulement si 0 est un point isolé dans l’i- 
mage réciproque complexe. Voici un exemple de singularité indéfini- 
ment différentiable admettant une algèbre locale de dimension infinie 
dans un point qui est un point isolé de l'image réciproque complète 
de 0: f — exp (—1/r*). 


Définition. La quantité  — dim Q;, (sur R dans le cas réel et 
sur C dans le cas complexe) est appelée multiplicité locale (algébrique) 
de l'application f en 0. 


On dit que l'application est de multiplicité finie si nu << oo. 


Problème. Montrer qu'une application (R°”, 0) —> (R", 0) n'est 
jamais de multiplicité finie si m > n. 


4.4. Théorème de préparation de Weierstrass. Commençons par 
un exemple. Considérons l’algèbre locale Q, de l'application y = x°. 


5-0465 


66 | NOTIONS FONDAMENTALES (CE. I 


C'est une algèbre des polynômes tronqués de degré inférieur à 2 en x: 


Q; = kR [[x]]/(x°). 
En tant qu'espace vectoriel, cette algèbre est de dimension 2. et ses 
éléments se mettent sous la forme a, + a;r, i.e. sous forme de combi- 
naisons linéaires de deux éléments 1, x à coefficients numériques. 


Définition. On appelle ensemble de générateurs d'une algèbre 
locale de dimension finie Q; = 4,/1, un ensemble d'éléments (e,, . .. 
..., €) de l’algèbre de fonctions À, qui se transforme en ensemble 
de générateurs de l’espace vectoriel Q; par passage au quotient par 
l'idéal 7;. 

Exemple. Comme ensemble de générateurs d’une algèbre de poly- 
nômes tronqués de degré inférieur à À en x, on peut prendre Æ monû- 
mes 1,x,...,z*-1. Ces générateurs sont indépendants, i.e. forment 
une base dans l’espace Q,. 


Problème. Montrer que l'algèbre locale Q; d'une application 
différentiable f de dimension finie admet toujours une base mono- 
miale. 

Pour f — x° l'algèbre locale Q; est constituée de polynômes tron- 
qués de degré inférieur à 2, si bien que la base est formée de deux 
monômes : 1, x. Remarquons que toute fonction & de À, se laisse met- 
tre sous forme de combinaison linéaire de monômes de base à coeffi- 
cients pairs: 

a (x) = © (x°)-1 + ce (x*)-x 
(décomposition en composantes paire et impaire). Dans les cas formel 
et analytique cette décomposition est même définie de façon unique 
(dans le cas indéfiniment différentiable les coefficients ne sont 
définis de façon unique que sur le demi-axe positif). 


Le théorème de préparation de Weierstrass est une ample généra- 
lisation de la décomposition citée d’une fonction en composantes 
paire et impaire. 

Théorème. Soit y = f(x) une application de multiplicité finie, 


et soit (e,, . . ., e,) ensemble de générateurs de son algèbre locale Q;. 
Toute fonction «a se laisse alors décomposer comme suit: 


œ (x) = QC (f (x)) êr (x) + see + Cu (f (x)) Eu (x), 
où cx sont des fonctions de y. 


Autrement dit, pour tout élément & de l'algèbre de fonctions 
A, on a 


a = (ff) e +... + (foie, 
où c4 sont les éléments de l'algèbre de fonctions 4, 
Démonstration. Démontrons ce théorème pour les séries 
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entières formelles. Par définition de l’ensemble de générateurs, tout & 
se décompose en 


a(2= D me (94 D of) a ER (1) 


(la deuxième somme est le terme général de l'idéal /;,). En particulier, 
æ, Se laisse décomposer pour r quelconque d'après la formule (1): 


n 
à 
a (2) = D cu ren (2) + D @, à (x) fa (2) 
L'ESS | sm 
Portant cette décomposition dans (1), on obtient une décomposition 
améliorée : 


n F n n 
a()= D (out D cu rfr(a)) exe + D À os (a) fr (x) fe (a. 
Re re=1 res] sm 

En décomposant successivement les coefficients «&,, (x) d’après (1) 
et en appliquant la procédure d'amélioration, nous augmenterons 
chaque fois le degré du produit des composantes de /f dans le second 
terme de la décomposition et les degrés des polynômes en composantes 
de f dans les coefficients des e,.Remarquons que les termes de bas de- 
gré dans les polynômes construits initialement comme coefficients 
des e, ne changent pas dans la suite. 

Réitérant cette procédure une infinité de fois, on annule le second 
terme, tandis que les coefficients du premier deviennent des séries 
formelles en composantes de f,, i.e. on aboutit à la décomposition 
cherchée. 

Pour les applications analytiques ou holomorphes, le théorème se 
démontre par une procédure analogue mais un peu plus fine, avec 
contrôle de la convergence des séries (Serre, Houzel ; voir par exem- 
ple [145], [9]). Pour les applications indéfiniment différentiables le 
théorème de préparation a été démontre par Malgrange. Dans ce cas 
la démonstration est beaucoup plus délicate (voir par exemple [199], 
[200], [205)). 

La signification essentielle du théorème de préparation pour l’étu- 
de des singularités est qu'il permet de justifier « la troncature », 
i.e. d'étendre les résultats sur les formes normales, etc., obtenus 
pour les jets finis aux applications différentiables *). 

J1 ne faut pas pour autant surestimer la valeur appliquée des 
théorèmes qui en résultent. Considérons par exemple la singularité 
d'une fonction de m variables en un point minimum non dégénéré 
(la différentielle seconde y est définie positive). On montre qu’il 
existe un changement de variables par lequel / se réduit à la forme 
normale f = x° + ... + xn. Or, cette forme ne nous renseigne pas 


*) En effet, le fait que les ex forment une base d’algèbre se vérifie d’après 
un jet fini. 
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davantage sur la topologie de f que la forme normale de f obtenue 
au niveau des 2-jets: 


f=r+...+zn+o(lz |). 


Il semble que la réduction au niveau des k-jets est déjà suffisante 
pour toutes les applications raisonnables. 

Plus tard nous démontrerons avec force détails les théorèmes de 
réduction au niveau des k-jets ou des séries formelles (i.e. des co-jets). 
La démonstration se laisse immédiatement généraliser aux cas 
différentiable, analytique et holomorphe, quitte à utiliser la variante 
correspondante du théorème de préparation. 


Remarque. On peut ne pas se soucier de justifier le passage des 
séries formelles aux objets analytiques et différentiables lorsque les 
résultats sont parallèles pour tous les cas (formel, analytique, holo- 
morphe et différentiable). Il n’en est pas ainsi dans tous les problè- 
mes : il suffit d'évoquer les problèmes à petits dénominateurs, cf. [9]. 
Dans de pareils cas il est nécessaire de justifier la convergence et 
d'analyser le cas différentiable, car la divergence des séries traduit 
une différence foncière, topologique entre les comportements d’un 
objet différentiable ou analytique et de sa forme normale au niveau 
des jets (effets de résonances dans les problèmes à petits dénomina- 
teurs ; cf. [24], chap. V). 

Une telle situation est rare en théorie des singularités. (Gabrié- 
lov [102] a donné cependant un exemple de rapport formel entre 
fonctions analytiques qui n’admettent pas de rapport analytique. 
Voir aussi la théorie de J. Ecalle et S. Voronin, p. 203.) 


4.5. Exemples et applications. Exemple 1. Considérons des fonc- 
tions symétriques de m variables. Il ressort du théorème de prépara- 
tion que toute fonction de ce type se laisse exprimer comme fonction 
des fonctions symétriques fondamentales : 


Oy = Lite. À Tm eee Om = Lis + + + Tome 


En effet, considérons une « application de Viète » R7— R7 (ou 
CC") qui à un point de coordonnées (x, . . ., Tm) fait corres- 
pondre un point de coordonnées (6,, . .., Om). Il est facile de voir 
que c’est une application de multiplicité finie, à savoir u= ml; 
on peut prendre comme base par exemple, u monômes e, = zè se 
De zèm tels que 0 £,<<s. D’après le théorème de préparation, 


toute fonction se laisse mettre sous la forme dc; (o) ex. Or, pour une 
fonction symétrique tous les coefficients sauf c, sont nuls comme 
demandé. 

Par « fonction », on entend une série réelle ou complexe, formelle 
ou convergente, ou un germe de fonction indéfiniment différentiable 
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en 0. En fait, ce résultat est aussi vrai globalement (par exemple pour 
les fonctions indéfiniment différentiables dans R'" tout entier, voir 
G. Glaeser [119], ou pour les polynômes). 


Exemple 2. On rencontre souvent des situations où une fonction @ 
décomposable d'après le théorème de préparation dépend différen- 
tiablement (analytiquement, formellement) non seulement des varia- 
bles x mais aussi des paramètres {. Dans de pareils cas, en plus dela 
décomposition pour chaque valeur des paramètres, on peut obtenir 
une décomposition de la fonction dans laquelle les coefficients 
dépendent différentiablement (analytiquement, formellement) des 
paramètres : 


a(z, t) = dcr (f(x), t) ex (x) 


(il s'agit de germes en 0 de la fonction de (x, t) ou de séries formelles 
entières suivant zx et t). 

Pour la démonstration, il suffit d'utiliser le théorème de prépara- 
tion pour la suspension de l’application f à l’aide de la transformation 
identique des paramètres, i.e. pour l'application 


(x, t)— (f(x), t). 


Cette application est de multiplicité finie, et son algèbre locale 
a comme générateurs « les mêmes » fonctions e, (r) que celle de f 
(considérées comme éléments de l’algèbre de fonctions 4,,: des 
variables x et t). 

On peut faire mieux et, supposant que f dépende des paramètres, 
remplacer les e, (x) par des fonctions arbitraires £E}, (x, t) qui se 
réduisent à e, (x) quand t = 0. En effet, les fonctions E, (x, t) for- 
ment un ensemble de générateurs de l'algèbre locale de l’application 


GG t)—(F (xt), t) 


si et seulement si les fonctions e; (x) — ÆE; (x, 0) forment un ensemble 
de générateurs de l'algèbre locale de l’application x — f (x} = 
— F (x, 0) (cela ressort du fait que F (x. t) — F (x, 0)et E, (x. t) — 
—E£, (x, 0) appartiennent à l’idéal engendré par t dans l'algèbre 4. L). 


Exemple 3 (« théorème de la division »). Soit 
F(x,t)=2t+tu,(t)zt-i LH... Luz (t), u, (0) = 0. 


Alors toute fonction « (x, t) se laisse mettre sous la forme 
u—1 
a(z,t)=g(x,t)F(x, t)+ 2 h,(t)x° 
(g est le quotient, le polynôme de degré 1 — 1, le reste). 


Démonstration. Pour t —0 la fonction F devient 
Îf = x. L'’algèbre locale de l'application f est engendrée par les 
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monômes 1,zx,...,xu-1. Donc 
TER | 


a(z, t)= D c,(F(x,t), t)z". 
rm0 
En mettant chaque c, sous la forme c, = g, (x, t)F + h,(t), on 
obtient la décomposition cherchée. 


Le théorème de la division reste vrai dans des cas différentiable- 
formel, analytique et holomorphe ; la variante holomorphe du théo, 
rème de division est due à Weierstrass. 


Exemple 4 (théorème de préparation avec un paramètre). Soit un 
germe d'application de multiplicité finie dépendant différentiable- 
ment d’un paramètre t de [0, 1], 


fe: (RT, 0) —+ (R”, 0). 
Supposons que les fonctions e, (x), . . ., e, (x) de A, engendrent (après 
passage au quotient par l'idéal T} ,) une algèbre locale Q; , Pour chaque t. 


Alors toute fonction « (t, x) dépendant différentiablement de t admet 
une décomposition 


at, r)=Dc(fi(x), the (x) 


à coefficients c, différentiables sur [0, 1]. 

La démonstration s’obtient à partir de la proposition locale 
correspondante de l’exemple 2 au moyen d’une partition de l'unité. 
En effet, conformément à l'exemple 2, pour tout point + € [0, 1] 
il existe un voisinage À dans lequel une décomposition locale existe. 
Construisons un recouvrement fini {A;}. Soient x; (t) des fonctions 
différentiables sur [0. 1] non nulles seulement dans leurs voisinages 
respectifs A; et telles que D Xi = 1. 


Supposons que &« admette sur À, une décomposition locale de la 
forme 


at, z)=Dcnatfe(r), t)er(z), tEAu. 


Définissons le produit y;c»,; en dehors de A; où on le suppose nul. 
Alors les fonctions 


cn (y, 1) = 2x (t) cu (u, ©) 
définissent la décomposition cherchée sur l'intervalle (0, 1] tout 
entier. 


Remarque. Revenons à la décomposition indiquée dans le théorèé- 
me de préparation général : 


a (2) = © ( (x)es (x) +... + cu (f (heu (x). 
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Il serait intéressant de construire un opérateur linéaire associant 
à toute fonction « (x) une famille de fonctions c4 (y) et d'étudier ses 
propriétés différentielles. Soient par exemple f (x) = r° et e, = 1, 
€: = x. Alors il est facile, pour toute fonction «, de majorer les 
coefficients c4 (f (x)) par la dérivée première de &. D'une façon géné- 
rale, on montre (voir [8]) que dans le cas holomorphe un opérateur 
associant c (f (x)) à & (x) n’est pas pire du point de vue des propriétés 
différentielles qu’un « opérateur différentiel d'ordre fini »: 


| ex (f (2) lixigr: KCte- 0" | & (x) lixigr-0 « 


Malheureusement. on ne dispose pas de majoration analogue dans le 
cas de fonctions différentiables. Une telle majoration permettrait 
de démontrer directement le théorème sur la stabilité des germes 
infinitésimalement stables à peu près comme le théorème de la fonc- 
tion implicite (cf. [9)). 


$ 5. Muitiplicité locale d’une application holomorphe 


Dans ce paragraphe nous montrons que la multiplicité algébri- 
que d'une application holomorphe coïncide avec sa multiplicité 
géométrique (avec l'indice du point singulier d’un champ de vec- 
teurs holomorphe correspondant). Bien que ce résultat fut connu 
encore des classiques, sa première démonstration détaillée n’a été 
publiée qu’en 1967 par V. Palomodov [230]. Quant à la démonstration 
élémentaire qui sera développée dans ce paragraphe, son idée appar- 
tient à A. Kushnirenko [1801]. 

L'indice d’un point singulier d’un champ de vecteurs réel peut se 
calculer comme signature d’une forme quadratique convenable sur 
l'algèbre locale de la singularité (formule de Levine-Eisenbud- 
Khimshiashvili (169), 1[98]). Cette formule, fondée sur la non- 
dégénérescence des formes quadratiques sur les algèbres locales 
(dualité de Grothendieck), sera démontrée ici en généralisant au 
cas multidimensionnel le théorème d’Abel sur la trace d’une forme 
holomorphe. 


5.1. Multiplicité. Soit f: (C", a) —(C', 0) un germe d'’appli- 
cation holomorphe en un point a. Considérons l'algèbre C{x}, de tous 
les germes de fonctions holomorphes en a. Les germes des composantes 
de l'application ÿ engendrent un idéal 7;,, dans cette algèbre. 


Définition. On appelle multiplicité du germe de f en a la dimen- 
sion de son algèbre locale: 


La [f] — dimc Q;, a ? Q;, a = C {t}a'1}, a° 


Exemple 1. Si jf est un opérateur linéaire non dégénéré, la multipli- 
cité du point 0 est 1. 
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Exemple 2. Soient f, = TiTs. f: = x + x$. Associons à un monô- 
me 2tizk*s: un point (k,, #.) du réseau des entiers (fig. 37, a). Marquons 
les monômes appartenant à l'idéal 7 = (f,, f+). En plus de z,r°, il 
contient tous les monômes du coin hachuré. Le binôme f, se représen- 
te par un segment d'extrémités (2, 0) et (0, 3). En déplaçant ce seg- 
ment de 1 vers la droite,on s'assure que x, € TZ, et en le déplaçant de 2 
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Fig. 38 


vers le haut, on voit que x5 € 1. Ainsi donc, tous les monômes du 
domaine hachuré sur la figure 37, b appartiennent à 7. Sur la figure 
37,c sont marqués sept monômes qui définissent une C-base de 
l'algèbre @;,,. Ainsi donc, uo [f] = 7. 


Exemple 3. Soient f, = x, — rite, fa = Z1Ze — ri. Représentons 
comme précédemment f, et *f. par des segments (ig. 38, a). Les 
sommets de laligne en zig-zag de la figure 38, a répondent à des monô- 
mes congrus modulo / = (f,, f:). Ainsi donc, x, x° est congru mod / 
a un monôme de degré aussi grand que l’on veut. On vérifie sans 
peine que TT; € T (par exemple parce que z,25 = s,-x5-r, mod /). 
Tous les monômes du domaine hachuré sur la figure 38, b appartien- 
nent donc à l'idéal. Une base de Q,;,, est a par cinq monômes 
encadrés sur la figure 38, c, si bien que pu [f] = 
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5.2. L'indice est égal à la multiplicité. 

Définition. On appelle indice ind, {f] d’un germe d'application f 
en un point a le degré de l'application f/|| f ||: S2""'— S7"! d’une 
sphère suffisamment petite || x — a || — e de l'espace source dans la 
sphère unité de l'espace but. 

S'il existe un voisinage de a sans images réciproques de 0 sauf peut- 
être le point a lui-même, l'indice est bien défini (indépendant du 
choix de la petite sphère S2"-!). L'indice du germe en le point 0 non 
isolé n’est pas défini. Par multiplicité et indice d'une racine a du 


système d'équations holomorphes f, = ... = f, — O définies au 
voisinage du point a on entend la multiplicité et l’indice du germe: 
d'application f == f,, . .., fn au point «a. 


Théorème 1. L'indice d'un germe holomorphe de multiplicité: 
finie est égal à sa multiplicité. 

Théorème 2. Un germe d'application holomorphe n'est pas de multi- 
plicité finie en un point a si et seulement si a est une image réciproque: 
non isolée du zéro du germe. 

La démonstration du théorème 2 sera donnée au n° 5.9. Celle du 
théorème 4 sera donnée tout de suite. Elle est basée sur les proposi- 


tions 1° à 7° démontrées dans les n% 5.3 à 5.8. 


1° L'application de Pham est universelle. 
Définition. Une application D”: C" — C' définie par 
Yi = Eee Un = Ton 
est appelée application de Pham. 


Définition. On dit que deux germes jf, g en un point a sont a/gébri- 
quement équivalents ou, en abrégé, A-équivalents, s'il existe un germe: 
de famille holomorphe d'applications linéaires non dégénérées À (x) € 
€ GL (nr, C) tel que f (r) = À (x) g (x). 

Proposition. Soit f: (C”", 0) —+ C" un germe d'application de multi- 
plicité finie. IT existe alors une application de Pham ®" telle que le: 
germe de f en 0 soit A-équivalent à celui de l'application DE =: D" — 
+ ef pour tout e = 0. 

Autrement dit, en déformant l'application de Pham, on peut 
obtenir un germe arbitraire (à l’A-équivalence près) de multiplicité: 
finie. 

2° Proposition. L'indice et la multiplicité du point O d'une appli- 
cation de Pham coincident. 


3° Proposition. Deux germes A-équivalents ont même indice. 


4° Proposition. Deux germes A-équivalents ont même multiplicité. 
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5° L’indice est additif. Supposons qu'un système de r équations 
holomorphes dans C" dépende holomorphiquement d’un paramètre. 

Une variation du paramètre peut entraîner la décomposition de la 
racine multiple du système. 


Proposition. La somme des indices des racines engendrées par la 
“décomposition d'une racine multiple du système est égale à l'indice de 
la racine multiple. 


6” La multiplicité est sous-additive. 

Proposition. Les multiplicités des racines engendrées par la décom- 
Position d'une racine multiple du système ne sont pas supérieures en 
somme à la multiplicité de la racine multiple. 


7° Proposition. La multiplicité d'une racine est non inférieure 
à l'indice de la racine. 

Démonstration du théorème 1. Soit f: (C", 0) — 
—+ (C", 0) un germe d'application de multiplicité finie. Choisissons 
une application de Pham O telle que les germes de f et de D, = ® + 
+ ef en 0 pour e 0 soient A-équivalents (voir 1°). Considérons un 
voisinage suffisamment petit U de 0. Choisissons un & (U) = 0 suf- 
fisamment petit. Considérons la déformée de l'application de Pham 
‘D, — Y. Soient a, les racines du système Ÿ — O0 situées dans le 
voisinage L’. Nous obtenons une suite de relations: 


bo lDI>D ue, lFI (voir 6°), 

Fa, [PI > ind, [WI (voir 7°), 

> inde, [#1 = ind, [D] (voir 5°) 
indo (O] = uno [D] (voir 2°). 


I] ressort de cette suite que toutes les inégalités qui y figurent 
sont des égalités. Puisque f (0) = 0, le point 0 est une des racines a. 
Donc 


(1) 


Ho CF] = indo [Y] 
(car l'inégalité (1) devient égalité). Or, puisque les germes de f 
‘et W sont A-équivalents, on a 
Uolfl = uolY] (voir 3°), 
ind, [fl = ind, [Y] (voir 4°). 
Le théorème 1 s'en trouve démontré pour f (0) = 0. Si par contre 
f (0) = 0, on vérifie sans peine que 
Ho [f] = indo [f] = (. 
5.3. Indice d’un germe réel. On définit l'indice non seulement 


pour des applications holomorphes mais aussi pour des applications 
différentiables d'espaces réels. 
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Soit f:(R", a)— R" un germe différentiable en un point a. 


Définition. On appelle indice ind, [f] le degré de l'application 
f/1| f 11: S% — ST"? d’une sphère suffisamment petite [z —al| =e 
de l’espace source dans la sphère unité de l’espace but. 

L'indice est non défini si a est un zéro non isolé du germe f. 


Exemple. Si f (0) = 0 et la matrice jacobienne de f en 0 est non 
dégénérée, l'indice du point 0 est 1 ou —1, en fonction du signe du 
jacobien. 


Soit une boule fermée B€ R' qui ne contient aucun zéro de 
l'application f:(R", 0)—> R”" sauf peut-être le point 0, et soit {f,} 
une déformation différentiable quelconque de f. 


Proposition 1. Pour des e suffisamment petits, la somme des indices 
des zéros de la déformée f, dans la boule B est égale à l'indice du point 0 
de l'application initiale f si le nombre de ces zéros est fini. 

En effet: 1° toutes les applications mp, = fe/|| fe ||: 9B—+ S, pour 
des €e suffisamment petits sont homotopes ; 2° le degré de l’applica- 
tion p, est égal à la somme des indices des zéros de jf, dans la boule B. 


Corollaire. L'indice du point 0 de l'application f est égal au nombre 
des images réciproques dans la boule B de toute valeur régulière suffisam- 
ment petite e € R", compte tenu du signe du jacobien dans ces points. 

Pour la démonstration, il suffit d'appliquer à la déformation 
{f. = f — e} le résultat de la proposition 1 et de calculer l'indice 
du point O non dégénéré. 


Définition. On dit que deux germes f, g:(R", 0)— R" sont 
À-équivalents au sens réel s'il existe un germe de famille différentiable 
d'applications linéaires À (x): R"— R" tel que det À (0) >0 et 
g (x) = 4 (à) f @). 


Proposition 2. Deux germes A-équivalents au sens réel ont même 
indice. 

Démonstration. Puisque det À (0) =>0, on peut join- 
dre À à E par une homotopie À, de det À, (r) > 0. L'homotopie g, = 
= A,f joint g à feet n’a aucun zéro sur une petite sphère. 


5.4. Indice d’un germe holomorphe. 

Proposition 1. Le déterminant de la décomplezifiée A: R°— R7 
d'une application linéaire complere non dégénérée A:C"— C" est 
positif. 

Démonstration. Det À — | det À | (on obtient cette 


formule par calcul direct dans une base où la matrice À est trigo- 
nale). 
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[Une autre démonstration : 1° l’ensemble des opérateurs linéaires 
non dégénérés À:C"—> C" est connexe. Pour la démonstration, il 
suffit de joindre deux matrices non dégénérées par une droite com- 
plexe : elle traversera l'ensemble des matrices dégénérées en n points 
au plus; 2° joignons un opérateur complexe non dégénéré à ‘1 
par un chemin formé d'opérateurs complexes non dégénérés: les 
décomplexifiés de ces opérateurs sont non dégénérés (non-dégénéres- 
cence = bijectivité). Par conséquent, tous ces décomplexifiés sont de 
déterminant positif.] 


Corollaire. Deux germes holomorphes À-équivalents ont même indice. 
Démonstration. Les décomplexifiés de deux germes 
holomorphes A-équivalents sont 4A-équivalents au sens réel. En effet, 


si g = ÀAf, son décomplexifié £ = Af et det À (0) > 0. 


Soit B une boule fermée de centre en a € C”. Soit f une applica- 
tion holomorphe qui ne s’annule en aucun point de B\ a. 


Proposition 2. L'indice en a du germe de f est égal au nombre d'ima- 
ges réciproques dans B de toute valeur régulière e suffisamment pro- 
che 

Démonstration. L'indice est égal au nombre algébrique 
d'images réciproques de e, compte tenu du signe du jacobien de f 
(voir n° 5.2). Vu le lemme, le signe en question est toujours positif. 


Remarque. Considérons une application holomorphe d’un domai- 
ne compact de dimension 27 dans C” qui ne s’annule en aucun point 
au bord du domaine. Alors le degré de l'application f/ || f || du bord 
dans S""'est non négatif, parce que égal au nombre d'images récipro- 
ques de &. 


Proposition 3. Supposons que l'application g ne s annule en aucun 
point au bord d'un domaine borné l'E C' et que le degré de l'applica- 
tion g/||g || du bord de U dans la sphère unité soit k. Alors le système 
g = 0 admet un nombre fini de racines dans U et la somme de leurs 
indices est égale à k. 

La proposition 3 découle du 


Lemme. Dans les conditions de la proposition 3, le nombre de solu- 
tions géométriquement distinctes du système g = O dans U est non 
supérieur à k. 

Démonstration. Supposons que le système a;,..., a+) 
admette À + À racines. 

1° Il existe une application polynomiale P: C"—+ C" pour laquelle 
les points a;, ..., a+, sont des racines non dégénérées. 

2° L'application g, = g + eP admet des racines non dégénérées 
dans les points a;, . .., ax+, pour presque tout &. 
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3° Pour |e | petit, l'indice de l'application g./|| g. || du bord 
de U est égal à k. 

4° Soit un & petit tel que les racines a, de l'application g. soient 
non dégénérées. Soient B, de petites boules centrées en a; et ne con- 
tenant aucune autre racine de g.. Le degré de l’application g./|| g, || 
d'une sphère 0B; dans S?"-" est égal à 1 ; par conséquent, le degré 
de l’application [U0B:, dans S°"-' est égal à À + 1. 

Considérons le domaine U” = UN B;. Le degré d’une applica- 
tion du bord de U” est non négatif (voir remarque) ; d'autre part, ce 
degré est À — (k + 1) — — 1, contradiction. 


Corollaire 1. L'indice d'une racine est strictement positif. 
Pour la démonstration, il suffit d'appliquer le lemme à la boule 
contenant une racine unique du système. 


Corollaire 2. En se décomposant. une racine isolée fait naître un 
nombre fini de racines dont la somme d'indices est égale à l'indice 
de la racine décomposée. 


Corollaire 3. Dans les conditions de la proposition 3, chaque racine 
a un indice non supérieur à k. 


5.5. Muiltiplicité et A-équivalence. 

Proposition 1. Deux germes A-équivalents ont même multiplicité. 

En effet, les idéaux 7}; et 7, de deux germes 4-équivalents ÿ, g se 
confondent. 


Proposition 2. Soit f un germe de multiplicité n, et soit g un deuxiè- 
me germe dont la différence de f est un petit d'ordre u + 1. Alors get 
f sont A-équivalents. 


Corollaire. Soit f un germe en 0 dont la matrice jacobienne est non 
dégénérée. Alors la multiplicité de f est 1. 

En effet, cela est évident pour f linéaire, et la différence entre 
l'application linéaire et non linéaire est un petit d'ordre 2. 


Proposition 3. Toute racine de multiplicité finie d'un système d’équa- 
tions holomorphes est isolée. 

Pour la démonstration des propositions 2 et 3, nous aurons besoin 
d'un 

Lemme. Soit f un germe de multiplicité un. À lors son idéal T, con- 
tient le produit de p germes quelconques de fonctions qui s'annulent en 0. 

Démonstration du lemme. Pour un produit p,-... 
*..*n, Construisons pu + 1 germes 1, Pi, PiPaes, - . «+ Par. + - Que 
Ces germes sont linéairement dépendants dans l'anneau @,, i.e. il 
existe une combinaison linéaire non triviale 


Co + CP +. + CuPr. : Qu € Jr. 
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Soit c, le premier coefficient non nul. Alors 


Pr°- - -°Pr (cr + Cr+1 Pr+1 +...+ CuPr+1°° - . Qu) É T';. 


Le facteur entre parenthèses est inversible dans l’anneau C{zx}. car 
Cr 7 0. Par conséquent, le produit q,-.. .-p, appartient à l'idéal 7}; 
il en est donc de même pour ®,:...-qpu. 


Démonstration de la proposition 2. Tout 
germe 1 de fonction d'ordre u + 1 se laisse mettre sous la forme 
b= À hifi, où h; (0) = O (vu le lemme). Décomposons de cette 
manière toutes les composantes @ = g — f: il vient q = ÆHf, où la 
matrice À (0) = 0. Donc g = (E + H})f, ce qui prouve que les 
germes f, g sont bien A-équivalents. 

Démonstration de la proposition 3. Soit f 
un germe de multiplicité u en O0. Mettons un germe xt sous la forme 


HR, if. Le domaine dans lequel les germes À; ; et f; 


ont un prolongement holomorphe ne contient aucune racine 
du système f = 0 distincte de (. 


5.6. Propriétés de l’application de Pham. Soit f un germe d'appli- 
cation de multiplicité u en 0. Considérons une application de Pham 


D, m=upu+1,...,u +1,etsa déformation D — ®" + ef. 


Proposition Î. Le germe f est A-équivalent en O au germe de Or 
pour tout e 0. 

Démonstration. Le germe ef est A-équivalent à celui 
de fen 0, et la différence entre ®£" et ef est d'ordre de petitesse u + 1. 


Proposition 2. L'indice de l'application de Pham est égal à sa 


multiplicité en CO. 
Démonstration. 1° L'indice est égal au nombre de solu- 


tions du système d'équations zx = &,,...,z%" = E, pour presque 
tous €,,...,€, (voir la proposition 2 du n° 5.4). Donc ind, {®7] — 
— m;° . … Mn. h . 

2° L'algèbre locale Om , est engendrée par des monômes x#:... 
Zn, Où OA, my, ..., OL kn < mn. La dimension 
uo[®”"] de cette algèbre est donc égale à m,-...-m,. 


5.7. La multiplicité est sous-additive. Soit {/,} une déformation 
arbitraire d’un germe de multiplicité u de l'application f en 0. 


Proposition { (sur la sous-additivité de la multiplicité). 7/ existe 
dans l’espace source un voisinage U de 0 tel que pour tout |e| suffisam- 
ment petit le nombre de racines du système f, — 0 dans U, compte tenu 
de leur multiplicité, soit non supérieur à l. 
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Remarque. La multiplicité est sous-additive même dans le cas- 
réel où, à la différence du cas complexe, elle n'est pas additive. 


Corollaire. L'indice de tout germe de multiplicité finie est non supé- 
rieur à sa multiplicité. 

Pour démontrer ce corollaire, il suffit d'appliquer la proposi- 
tion 1 à une déformation spéciale {f, = f — e}. 


Soient UC C" un ensemble ouvert, À (U) l’algèbre des fonctions. 
holomorphes définies sur U, et 7, (U) l'idéal de cette algèbre engen- 
dré par les fonctions g,,..., g,. On appelle algèbre Q,(U) de l'appli- 
cation g dans Ü l’algèbre quotient À (U)/I, (U). 

On appelle sous-algèbre polynomiale Q, U ] de l'application g dans 
U l’image d’une algèbre de polynômes dans l’algèbre Q. (U) par l ho- 
momorphisme de passage au quotient. 

La sous-additivité de la multiplicité algébrique découle de deux 
propositions qui suivent: 


Proposition 2. Pour toute déformée {f,} d'un germe d'application ÿ 
de multiplicité p en O, il existe dans l'espace source un voisinage LU de 0 
tel que pour tout | e | suffisamment petit la C-dimension de la sous- 
algèbre polynomiale de f, dans U soit non supérieure à hu. 


Proposition 3. Le nombre de solutions du système g = 0 d'équations 
holomorphes dans U, compte tenu de leur multiplicité, est non supérieur à 
. Su de la sous-algèbre polynomiale de l'application g 

ans U. 

La proposition 3 sera démontrée dans le n° 5.8. Pour démontrer: 
la proposition 2, nous aurons besoin d’un supplément au théorème 
de préparation de Weierstrass. Soit f un germe d'application de- 
multiplicité finie, et soient e,, . .., e, des fonctions qui définissent 
une base de son algèbre locale. D’après le théorème de préparation, 
tout germe de fonction holomorphe œ admet une décomposition de- 
Weierstrass : 


pt)= Dex)ptu), y = f(x). 


Lemme 1. J/ existe dans les espaces but et source des voisinages 
de O U,, U, sur lesquels sont définies les fonctions figurant dans les 
décompositions de Weierstrass de la totalité des polynômes. 

Démonstration. Prenons comme Ü, un domaine dans 
lequel se prolongent holomorphiquement les fonctions ®; figurant 
dans la décomposition de la suite finie de fonctions 


1, Ze (A<j<Sn 1<SEk< bp). 


Comme U,, prenons la partie de f-! (U,) dans laquelle se prolon- 
gent holomorphiquement les fonctions e;,. Procédons par récurrence 
sur le degré du polynôme. Tout polynôme P de degré p se laisse met- 
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tre sous la forme 


P =Y zÿQ; +c-1, degQ;< p. 
Portons dans cette représentation les décompositions de Weierstrass 
pour @, et utilisons les décompositions de Weierstrass des fonctions 
zjex et 1: nous obtenons la décomposition du lemme f. 
Soit une déformation {f.}, e € C*, d'un germe d'application 
holomorphe f:C", 0)—+ C". Soit un germe d'application F:(C" x C', 
0)— C' x C* tel que F (x, e&) = (f, (x), e). 


Lemme 2. Les algèbres locales des germes f, F sont isomorphes. Si 
Les fonctions e;, . . ., e, forment une base dans l'algèbre de f, elles en 
forment une aussi dans l'algèbre de F. 

Démonstration. L'idéal engendré par les composantes 
F,,..-., Fn, 1, ..., ex de l'application F dans l'algèbre des germes 
de fonctions holomorphes en 0 € C" x C* se confond avec l’idéal 
engendré par les fonctions f,, . . ., fn, Ej» . - «+ Eh. 

Soient e;, ..., e, des fonctions dont les germes en 0 forment 
une base de l'algèbre locale du germe f, et soit {f.} une déforma- 
tion de f. 

Lemme 3. Z{ existe dans C" un voisinage U de 0 tel que pour tout 
| z | suffisamment petit l’espace linéaire engendré par les images des 
fonctions e,, ..., e, dans l'algèbre Q,,(U) contienne la sous-algèbre 
polynomiale Q;, [UI]. 

Démonstration. Les fonctions e,, ..., e, forment une 
base de l'algèbre locale de F (lemme 2). Appliquons à F le lemme 1. 
D'après ce lemme, il existe un voisinage de zéro U X VE C" X C' 
et une boule B dans l’espace but C"** tels que: (i) F (U X V)= B, 
(ii) tout polynôme P se laisse mettre dans U X V sous la forme 


P(r)= ZOi(y, ee (x), y = fe (x). (+) 
Le lemme de Hadamard permet de décomposer les fonctions 
D, dans B comme suit: 
®, (y, e)=c4 (e)+È yiDi,r (y, €). 


Portons ces décompositions dans (+): nous obtenons pour tout 
polynôme P dans U X V la représentation 


P(a=Da(e)e(r-+Dh(z es vi=fe (2) (++) 
où les »; sont holomorphes dans U X Y. 
La seconde somme appartient à l'idéal 7, (U). Le lemme est 
démontré. 
Remarque. La combinaison linéaire de fonctions e;, équivalente 


à un polynôme P modulo l'idéal, dépend holomorphiquement du 
paramètre &e. 
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La proposition 2 découle du lemme 3. 


5.8. Majoration du nombre de solutions d’un système d’équations. 
Dans ce n° nous démontrerons la proposition 3 énoncée au n° 5.7. 


Lemme 1. Supposons que la sous-algèbre polynomiale de l’applica- 
tion g dans U soit de C-dimension finie. Alors chaque zéro de g est de 
multiplicité finie. 

Démonstration. Soit a un zéro de g. Soient ,; des fonc- 
tions linéaires qui s’annulent en a. Si la dimension de la sous- 
algèbre polynomiale est u, les images dans cette sous-algèbre des 
u + 4 polynômes 1, q,, Pi-Pe, - . ., P1°.. .-p, sont linéairement 
dépendantes. Par le même raisonnement que dans le lemme du 
n° 5.5, nous constatons qu'il existe une fonction p € À (Ü) telle 
que p(a) = 0 et pp:-...-p, € Z, (U). Faisons l'inversion de p dans 
l'algèbre des germes de fonctions holomorphes (et non dans celle des 
polynômes) au point a: alors p,-...-p, € Z,, «. Le lemme est démon- 


tré. 


Lemme 2. Le nombre de racines distinctes du système g — 0 dans U 
(sans tenir compte de leur multiplicité) est majoré par la C-dimension 
de la sous-algèbre polynomiale de g dans U. 

Démonstration. Supposons qu'il existe u + {1 racines 
dy + ++, ©. Il existe un polynôme P, égal à 1 dans une racine a; 
et à O0 dans les u autres racines. Les images des u + 1 polynômes P; 
sont linéairement indépendantes dans la sous-algèbre polynomiale, 
ce qui contredit la condition. 


Introduisons quelques notations. Soient a;, ..., a, tous les 
zéros de l'application g dans U. 


Définition. On appelle algèbre multilocale du système g = 0 
dans U la somme directe des algèbres locales des germes de g dans 
les points ai. 


V 
Notation. A, (U)= D Qua. 
i=i g 
Associons à chaque fonction de l’algèbre À (U) l’ensemble de ses 
germes dans les points a;. On obtient un homomorphisme de C-algè- 
bres À (U) et A, (U), homomorphisme qui sera désigné nr. 


Lemme 3. Supposons que la sous-algèbre polynomiale de g dans U 
soit de C-dimension finie. Alors l’image de l'algèbre des polynômes par 
l'homomorphisme 1 se confond avec l'algèbre multilocale A, (UV). 

Démonstration. Soient a,...,a, les racines de g dans U 
(leur nombre est fini d’après le lemme 2). Chaque racine a; est de 
multiplicité finie u, (d’après le lemme 1). Les fonctions qui ont 
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mêmes jets d'ordre u; en un point a; définissent les mêmes éléments 
de l’algèbre locale Q,.,.. Il existe un polynôme qui possède des jets 
donnés à l'avance d'ordres u; dans un ensemble fini de points a,, ..., a.. 

La proposition 3 découle du lemme 3, car l'homomorphisme x 
envoie l'idéal Z, (C) sur 0. 


5.9. Une racine isolée est de multiplicité finie. Démontrons le 
théorème 2 du n° 5.2. 

Nous avions montré au n° 5.5 que toute racine de multiplicité 
finie d'un système d'équations holomorphes est isolée. Il reste 
a démontrer la 


Proposition. Toute racine isolée est de multiplicité finie. 

Démonstration. Soit O une racine isolée du système 
f = 0. Conformément à la variante locale du théorème des zéros de 
Hilbert, il existe un tel que z} € T;,,. La proposition est démon- 
trée. 

Donnons maintenant une démonstration directe sans faire appel 
au théorème des zéros. 

Soit B une boule située dans le domaine de convergence de la 
série taylorienne d'un germe j en 0. Soit 0 l'unique racine dans B du 
système f = (0. 


Lemme. 7 / existe pour À quelconque une application polynomiale g 
telle que: (i) Les jets d'ordre k, de f et g en 0 coïncident, (ii) legerme de g 
est de multiplicité finie en O, (ïii) [| f | >| f — £g Il sur la sphère 9B. 

Démonstration. Soit un g tel que g = f;, + ex', où 
fi est un polynôme taylorien de f de degré ! — 1 > et x! 
une application de Pham ®"”, m = 1,..., 1. 19 Le germe de g est 
de multiplicité finie en 0. En effet, dans la sous-algèbre polynomiale 
de l'application g dans C"ona les relations er! — — f,,. A l’aide de 
ces relations, on peut abaisser le degré de tout polynôme si son 
degré en une des variables est supérieur ou égal à /. Par conséquent, 
la sous-algèbre polynomiale est de dimension finie et chaque zéro de g 
est de multiplicité finie (voir n° 5.5). 2° Choisissons /, puis e de façon 
a avoir [| f | > || f — £g || sur la sphère 0B. Le lemme est démontré. 

Démonstration de la proposition. Choisis- 
sons g pour À = ind, [fl. 

1° Le degré de l'application g,|| g || de la sphère dB dans la sphère 
unité est égal à À (condition iii). 

2° ind, [gl Æ (corollaire 3 du n° 5.4). 

3° a, [gl = ind, (gl À (théorème 1 du n° 5.2). 

40 Les germes de f et g sont A-équivalents en 0, vu que leur diffé- 
rence est d'ordre de petitesse égal ou supérieur à À +1 (proposition 2 
du n° 5.5). Par conséquent, le germe de f est de multiplicité finie 
en (0. 
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5.10. Algèbre multilocale de la racine décomposée. Dans les 
n® 5.3 à 5.8 nous avons vérifié toutes les propositions qui avaient 
servi à démontrer le théorème 1 au n° 5.2. Ces propositions offrent 
aussi une certaine information supplémentaire. 

Soit L un espace C-vectoriel engendré par des fonctions e,,...,e, 
dont les germes en O forment une base de l’algèbre locale de l’appli- 
cation f. 


Théorème. Pour toute déformation {f,} du germe de f, il existe un 
voisinage du zéro UC C" et un voisinage du zéro V dans l'espace des 
paramètres, tels que pour tout EE V 

(i) l'application n: L— A, (VU) soit un isomorphisme d'espaces 
vectoriels ; 

(ii) chaque polynôme P dans l'algèbre A (T°) soit équivalent modulo 
l'idéal I,, AU) à un élément unique de L, l'élément en question dépen- 
dant analytiquement de &. 

Démonstration. (i) découle du fait que l'application 
a: L— A, (U) d'espaces de même dimension est surjective (puisque 
la sous-algèbre polynomiale est appliquée « sur » et que chaque poly- 
nôme est congru à un élément de L). L'unicité dont il est question 
en (ii) découle de (i) et la dépendance holomorphe, de la remarque 1 
du n° 5.7. 

Problème. L'isomorphisme n: L—> A,(U) définit sur l'espace 
vectoriel ZL une structure d’algèbre qui dépend du paramètre €. 
Montrer que cette structure dépend holomorphiquement de æe (i.e. 
qu'un produit de deux éléments de ZL dépend holomorphi- 
quement de e). 


5.11. Formes bilinéaires sur l’algèbre locale. Soit f: (C", O0) — 
— (C", 0) une application de multiplicité u << 0, et soit Q, son algè- 
bre locale. Nous allons définir sur Q, une famille de formes symétri- 
ques bilinéaires et montrer qu elles sont non dégénérées. 

Soit un jacobien J/ — det (0f/0xr) calculé dans un système de 
coordonnées quelconque. La classe du jacobien dans Q; sera notée 
également par J et appelée jacobien. 


Théorème {. Le jacobien n'appartient pas à l'idéal T;. 
Soit une forme linéaire &: Q,— C. Définissons sur Q; une forme 
bilinéaire B, telle que 


Ba (g, h) = a (g-h). 
Théorème 2. La forme bilinéaire B,, est non dégénérée si et seule- 
ment si à ne s'annule pas sur J. 


On appelle annulateur d'un idéal 7 et l'on note ann 7 l'ensemble 


de tous les g tels que gi = 0 pour tout i € Z. L'annulateur d’un idéal 
est lui-même un idéal. 


6* 
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Corollaire 1. Si a (J) 0, l'annulateur d’un idéal dans Q, est son 
complémentaire orthogonal par rapport à la forme B.. 

Démonstration. 1° Si ai = 0, alors B, (a, i) = 0. 2Si 
B, (a. i) =0 pour tout i € ZI mais ai, 0, alors, puisque la forme B, 
est non dégénérée, il existe un c tel que B, (ai,, c) 0. Or, B, (ais, 
c) = B,(a, is) = 0, car ik EI. 


Corollaire 2. ann (ann 7) = 1. 
Démonstration. (71): = I. 


La démonstration des théorèmes 1 et 2 utilise une forme spécia- 
le B = B,.. 

Soit Q une algèbre de fonctions sur u points a;. Prenons une 
forme linéaire / sur Q, l (h)— Yo (a;) hk (a;), construite à partir de la 
« fonction poids » @. Définissons sur Q une forme bilinéaire B (k, g) 
telle que B (h, g) = l'(h.g). Cette forme est non dégénérée si la fonc- 
tion poids ne s’annule en aucun point ai. 

L'algèbre locale Q; est une algèbre de fonctions sur u points 
identifiés. Il se trouve qu'on peut choisir le poids de telle façon 
que la forme B définie sur Q admette comme limite, par l’identifi- 
cation des points, une forme complètement déterminée et de surcroît 
non dégénérée sur Q;. Pour qu'il en soit ainsi, doit tendre vers 
lors de l'identification des points, sans quoi la forme limite sera 
dégénérée. Comme ®, il suffit de prendre 1/7. où J est le jacobien de f. 

La racine 0 du système f —0 se décompose en u racines du système 
f = &, où e est une petite valeur régulière. Soient a,,...,a, ces 
racines. Pour une fonction arbitraire k, holomorphe en 0, posons 


L°(k) = Eh (œ)/J (a). 


Proposition 1. Quand la valeur régulière e tend vers zéro, L° (h) 
tend vers une limite finie. 
Cette limite sera notée [h/f]. 


Exemple 1. Pour la fonction k = gJ on a [h/f] = ug (0). 


Proposition 2. Une forme linéaire ao (:+) = [-/f] s’annule sur 
l'idéal I}, et définit donc une forme linéaire sur l'algèbre locale Q,. 


Proposition 3. Une forme bilinéaire B = B,, construite sur l'alge- 
bre locale à partir d'une forme linéaire «&) (+) = [-/f] est non dégénérée. 

Les propositions 1 à 3 seront démontrées dans les n° 5.14 à 5.18. 
A présent nous en déduirons les théorèmes 1 et 2. 

Démonstration du théorème 1. [J/f] = pu #0. 
Par conséquent J & 7, (proposition 2). 

Démonstration du théorème 2. Toute forme liné- 
aire &« sur Q, peut s’écrire a(-) = B(-, «*) (car la forme B est non 
dégénérée). Aussi B,(hk, g) = B(h, ga*). La forme B(h, ga*) 
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est non dégénérée si et seulement si l’élément a* est inversible. Or, 
a (J) = B (J, a*) — ua* (0) (exemple 1), d'où il ressort que a* est 
inversible si et seulement si & (J) = 0. 


Corollaire 3. L'idéal engendré par le jacobien dans Q, est de dimen- 
sion | et indépendant du système de coordonnées adopté pour la définition 
du jacobien. Cet idéal est contenu dans tout idéal non nul de l'algè- 
bre Q;. 

D ë monstration. L'égalité de l’exemple 1 montre que 
l'idéal maximal m est le B-complément orthogonal de la droite ÀJ. 
La droite en question est donc un idéal défini intrinsèquement, 
à savoir l’annulateur de l’idéal maximal (corollaire 1). Pour un idéal 
I non nul on a l'inclusion 212 m et donc l'inclusion m+<=lJ. 


Remarque. Le symbole [h/f] admet une représentation intégrale 


_ 4 jn ( hdzr, A ... | dx 
Mf=(-) \ or. = , 


où l'intégration s'étend à un petit cycle défini par les équations 
| fn | = Ôôx (voir n° 5.18). On peut prendre cette formule comme 
définition du symbole et, en partant de cette définition, démontrer 
les propriétés du symbole, de même que les théorèmes 1 et 2. 


5.12. Indice du point singulier d’un germe réel. Soit f: (R", 0) —+ 
— (R'", 0) une application analytique réelle de multiplicité u << oo, 
et soit Q, la R-algèbre locale de f. Choisissons des orientations dans 
les deux R'" et désignons par J le jacobien calculé en coordonnées 
adaptées à l'orientation. 

Prenons une forme arbitraire & : Q,—+ R. Définissons sur Q , une for- 
me bilinéaire B, telle que LB, (£g, k) — à (g-h). 


Théorème (formule de signature). La signature de la forme biliné- 
aire B, est égale à l'indice du point singulier O0 du germe de f si 
a (J) > 0. 

Ce théorème se démontre par passage à la limite, en partant 
de la proposition ci-après sur les fonctions sur un ensemble fini avec 
involution. 

Une fonction à valeurs complexes sur un ensemble à involution t 
est appelée fonction t-réelle si o (ta) = œ@ (a) (un polynôme à coeffi- 
cients réels est t-réel pour l’involution de la conjugaison complexe). 
Toutes les fonctions t-réelles sur un ensemble de points forment une 
R-algèbre À de R-dimension u. Pour toute fonction q € À, définis- 
sons une forme bilinéaire B, sur RÀ, telle que B,(k, g) — 
= Yo (a;)h(a;)g (a;). Supposons que æ ne s’annule en aucun point a. 


Proposition 1. (i) Toutes les valeurs de B, sont réelles. (ii) La 
forme B, est non dégénérée. (iii) La signature de B, est q* — œg", où 
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œ* est le nombre des points invariants par involution sur lesquels @g > 0 
et ç” le nombre des points invariants par involution sur lesquels q << Ù. 

Démonstration. L'ensemble se décompose par involu- 
tion en sous-ensembles invariants constitués de un ou deux points cha- 
cun. Îl suffit donc de démontrer la proposition pour les ensembles 
a un ou deux points, pour lesquels elle se laisse vérifier immédia- 
tement. 

Démontrons la formule de signature pour une forme bilinéaire 
spéciale B. La racine O du système f — 0 se décompose en y racines 
complexes du système f — &, où € est une petite valeur régulière. 
Soient 4, ..., a, ces racines. Sur l'ensemble de ces racines opère 
l'involution de passage au conjugué complexe. Fixons pu polynômes 
réels e,, . ... e, qui définissent une R-base de l'algèbre locale 
R {x}/(f) et donc une C-base de l’algèbre C {x}/(f). Soient LR et L 
les espaces de leurs combinaisons R-linéaires et C-linéaires. Soit 


sur LR une forme bilinéaire B° telle que 


e = S'HUi)hGn 
Be h= LT —. 


Lemme 1. La signature de la forme B° est égale au nombre algébrique 
de racines réelles du système f — e compte tenu du signe du jacobien. 


Corollaire. La signature de la forme B° est égale à l'indice du 
point O de l'application f (voir la proposition 1 du n° 5.3). 
Le lemme 1 découle de la proposition 1 et du 


Lemme 2. Les restrictions des fonctions de LR à l'ensemble des 
racines complexes (a;, ..., a,), et elles seules, sont 7-réelles pour 
l'involution + de passage au conjugué complexe. 

Démonstration. Que les restrictions soient t-réelles 
est évident. Il suffit donc de montrer que l'application de l'espa- 
ce LR de dimension u dans l'espace u-dimensionnel des fonctions 
t-réelles n’a pas de noyau. Or, pour l'application de restriction 
des fonctions de Z à l'ensemble (a,;, . .., a), 0 est le seul point qui 
a pour image O (n° 5.10). Le lemme 2 est démontre. 


Faisons tendre & vers 0. La forme B° tend alors vers une forme 
complètement déterminée B qui correspond à une forme linéaire 
Go(-) = [-/f] (propositions 1, 2 du n° 5.11). La forme limite B est 
non dégénérée, puisque sa complexifiée est non dégénérée (proposi- 
tion 3 du n° 5.11). Sa signature, de même que celle de la forme non 
limite B°, est donc égale à l'indice du germe de f en 0. Nous avons 
démontré ainsi la formule de signature pour une forme linéaire 
spéciale &, (remarquons que &; (J) = u > 0). 

Soit maintenant & une forme linéaire arbitraire, positive sur le 
jacobien, sur la R-algèbre locale. Joignons & à &, par un segment 
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dans le demi-espace des formes linéaires positives sur le jacobien. 
Aux points du segment correspondent des formes bilinéaires non 
dégénérées (théorème 2 du n° 5.11). Elles sont donc de même si- 
gnature. 


Remarque. Dans [25] la formule de signature est utilisée pour majo- 
rer l'indice d’un point singulier d'un champ de vecteurs homogène 
dans R' à l’aide du degré des composantes -du champ. Dans [170], 
la formule de signature établie dans la proposition 1 a permis de 
majorer l'indice total des points singuliers d'un champ polynomial 
dans un domaine de R", défini par l'inégalité polynomiale P >0, 
à l’aide des degrés des composantes du champ et du polynôme P 
(la formule de signature est appliquée de la même façon que dans le 
lemme 2). Les bornes obtenues sont exactes. Elles généralisent les 
inégalités de Petrovski-Oleïnik [232] connues en géométrie algébri- 
que réelle. 


5.13. Théorème du jacobien inverse. Soit LU € C" un domaine 
borné à bord, et soit f: © — C" une application holomorphe. Sup- 
posons que le système f = O0 admette des racines dans Ü et que 
l'image du bord f (90) ne contienne pas le point 0. Soit V compo- 
sante connexe de O0 dans C"\f (d0/). Le nombre de racines du sys- 
tème f — y = 0 dans L’. compte tenu de leur multiplicité, est le 
même pour tout y de V (ce qui ressort de la proposition 3 du n° 5.4). 
Soit J — det (df/0r), et soit À une fonction holomorphe dans U. 


Théorème (du jacobien inverse). 7! existe dans V une fonction 
holomorphe ® et une seule telle que pour toute valeur régulière y on ait 
p (y) == Sh (a)'J (a;), où la sommation s'étend à l'ensemble des raci- 
nes a; du système f — y -= O dans U. 

La démonstration de ce théorème. fondée sur la variante multi- 
dimensionnelle du théorème de la trace d'Abel, sera donnée au 
n° 5.18. Utilisons ce théorème. 

Supposons que l'application f admette dans la boule B un zéro 
unique, au centre a de B. et supposons que la fonction h soit holo- 
morphe dans B. 


Corollaire 1. Soient a; les racines du système f — e dans B. Quand 
la valeur régulière € tend vers O, la fonction 


p(e) = X (a) J (ai) 
a une limite. 


Définition. On appelle symbole [h/f], la limite du corollaire 1. 
Soient {f.} une déformation de f et {k,} une déformation de k. 


Corollaire 2. Supposons que e tende vers O de telle façon que toutes 
les racines a; du système f, — OÙ dans la boule B restent non dégénérées. 
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Alors 
lim Ÿ he (a)/det (df./8x) (a) = [h'fle 


Ce corollaire se démontre en utilisant le corollaire {1 pour une 
application F: C" X C*—> C" x C* et une fonction À telles que 
F (x, e) = (f, (x), e) et (x, e) = h, (x). 

Revenons à la situation du théorème du jacobien inverse. 


Corollaire 3. La fonction (y) = X [h/fl,, est analytique dans V. 


La sommation s'étend à l'ensemble des racines du système f — y = 0 
(dans U.) 

Démonstration. Prenons une valeur régulière de l’appli- 
cation proche de y. Cette valeur a pour images réciproques des grou- 
pes de valeurs voisines des racines a;. Faisons tendre la valeur régu- 
lière vers y. En passant à la limite dans chaque groupe, nous verrons 
que la fonction holomorphe @ du théorème est © [h/f]... 


Du théorème du jacobien inverse on déduit la formule d’Euler 
Jacobi. Soit f une application polynomiale de C" dans C" dont les 
composantes f; sont des polynômes de degré m;. Soit fo: C" —> C' 
une application polynomiale dont les composantes sont les compo- 
santes homogènes dominantes des f,. Supposons que le système f = 0 
n’admette dans C” que des racines simples a, et que l’unique racine 
du système f, = 0 soit le point 0. 


Corollaire 4 (formule d’Euler-Jacobi). Pour tout polynôme k 
de degré inférieur à celui du jacobien J (deg k << m, + ... + mi — 
— n) on a l'identité 

Z h (a:)!J (a) = 0. 

Démonstration. Assimilons C* au plan de coordonnée 
Zn+1 = 0 dans C"*1. Soient f;, À des polynômes homogènes dans 
C"*1 tels que fi(z, 1) = fi(x), h(x, 1) = h(z) et deg f = deg fi, 
deg k = deg h. Soit une application P: (C"*1, 0) — (C"*!, 0) de 
composantes P; = Ÿ, pour i — 4,..., net P,4, = Tn+1- Le point 
0 E C'*! est l’ unique racine du système P = 0. Les racines du sys- 
tème P = (0, &e), où (0, e) EC" X C!, sont des points de la forme 

= (a;e, €), où a; est racine du système f = 0. En chaque b;ona 

h (b;)/det (8P/ôx) (b;) = 7h (a)! J(a), 


où p = deg À — (m, +. + m, — n) et z sont les coordonnées 
Lis + + + Ln+1y dans C1, ‘En faisant la somme suivant toutes les 
racines, nous obtenons 


S À (bi)/det (0P/0x) (b;) = €? 5 h (a:)/J (ai). 
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D'après le corollaire 1, la somme de gauche doit admettre une limite 
finie quand e—+0. Pour p<O0 cela n'est possible que si 
SR (a)/J (a) = 0. 


Remarque 1. La formule d'Euler-Jacobi reste vraie si au lieu des 
polynômes k, f de degré fixé on prend des polynômes de quasi-degre 
fixé. On trouve d’autres généralisations de la formule d’'Euler-Ja- 
cobi dans [132], [147]. 


Remarque 2. La formule d'Euler-Jacobi explique en partie l’exis- 
tence de la limite dans le corollaire 1. Soit f une application poly- 
nomiale et soit À un polynôme tel que deg À << deg J. Supposons 
que le système f — O0 admette exactement une racine multiple O0 
plus quelques racines simples. Supposons en outre que ce système 
n’admette aucune «racine à l'infini». Alors, en faisant tendre la 
valeur régulière € vers zéro, une partie des racines tendront vers le 
point 0, et les autres vers des racines simples b;. Il ressort alors de la 
formule d'Euler-Jacobi que la limite dans le corollaire 1 existe et 
est égale à —Y h (b;)/J (b;). 


Remarque 3. La formule d’Euler-Jacobi est usitée en géometrie 
algébrique réelle (voir [232], (170)). 


5.14. Propriétés du symbole [#/fla. 


Proposition 1. Soient g,, f, deux germes A-équivalents, g (+) — 
= À (-)f(:). Alors 
[h'fla = lh:det A'gls. 


Démonstration. Soient j — e une déformation de f et 
ge = A (f—eæe) une déformation de g. Elles ont mêmes zéros u; 
dans une petite boule. En chaque a; on a (dg,'dr) (a;) = À (a;) X 
X (df/0x) (a). Donc 


S h (a;i)/det (ôf/0x) (a;) = X h (a;) det À (a;)'det (0g.:dr) (ai). 
En faisant tendre la valeur régulière & vers 0, on obtient l’égalite 
cherchée. 


Proposition 2. SihEI;,,. alors [h'f]l, = 0. 

Démonstration. 1° Supposons en outre que les différen- 
tielles df, de toutes les composantes f, n'aient pas de zéros dans un 
voisinage pointé de a. Soit k — S g,f,. Montrons que le symbole 
[gsfr/fla S'annule pour tout À. L'hypersurface ÿ,; = 0 n'a aucune 
singularité dans un voisinage pointé de a (par hypothèse). Les raci- 
nes a; du système f, = e; pour e, = Ü sont situées sur l'hypersurface 
fx = 0. Pour des & génériques (avec €, = 0) toutes les racines sont 
non singulières, et chaque terme de la somme © (gxfx) (ai)!J (ai) 
s'annule. En passant à la limite, nous obtenons l'égalité cherchée. 
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2° Tout germe g de multiplicité finie est 4-équivalent à un germe f 
si f vérifie l'hypothèse supplémentaire formulée en 1°. Pour la dé- 


monstration, il suffit de poser f; = £; + (rŸ + . + ri), où 


£gi est le polynôme taylorien de degré Ÿ — 1 de La ne £i 
Toir 1° du lemme du n°5.9) et est suffisamment grand ({V > 
> u, (gl) (voir la proposition 2 du n° 5.5). 

3° Soit g — Af. Supposons que f vérifie l'hypothèse de 1° et que 
REL,, a. Alors [h/gl4 = (h-det A/fl, = 0, car h-det À € Z4, à =1}, à. 


5.15. La forme bilinéaire est non dégénérée. Le symbole [h/fl, 
ne dépend que de l’image de = dans l'algèbre Q,,, (proposition 2 
du n° 5.14) et définit donc une fonction linéaire sur l'algèbre Q,; 4. 
Dans ce n° nous considérerons la forme bilinéaire B sur l’algèbre 
locale d’un germe de multiplicité finie, construite à partir de cette 
fonction linéaire. 


Proposition 1. En se décomposant, une racine de multiplicité finie 
de forme bilinéaire non dégénérée n'engendre que des racines de formes 
non dégénérées. 

Démonstration. Soient f un germe de multiplicité finie 
en a et L un espace C-vectoriel engendré par les fonctions e,, . .., e, 
dont les germes forment une base dans l'algèbre locale de f. Soient 
{f.} une déformation de f et ÜU un voisinage suffisamment petit de a. 
La projection canonique x: L— À,, (U) de l’espace L dans l'al- 
gèbre multilocale du système f, — 0 (e petit) est un isomorphisme 
(théorème du n° 5.10). Considérons sur L une forme bilinéaire B° 
telle que 


B°(g, h) = Zlg-hifla, 


où la sommation s'étend à toutes les racines du système f, = 0 
dans le domaine lL’. Cette forme est la somme directe des formes bili- 
néaires associées aux racines a;. La matrice ÀA° — {B (e;. e;)} de la 
forme B° dépend analytiquement de & d’après le corollaire 3 (n° 5.13). 
Par définition, la forme bilinéaire du germe f est non dégénérée, i.e. 
det 4° 0. Donc det 4° Æ 0 pour |e | petits. Pour de tels e, la 
forme bilinéaire de toute racine est non dégénérée. 


Proposition 2. La forme bilinéaire d'un germe d'application de 
Pham est non dégénérée. 

Démonstration. Faisons le calcul suivant. L’algèbre lo- 
cale d’une application de Pham "est engendrée par des monômes 
z* = 01. 2m, Ok <m,...,.0<Kk,<m,. Un mo- 
nôme x”, où r = mi — 1, ..., mn — 1, est proportionnel au jaco- 
bien de l'application de Pham. Pour ce monôme {x’/D"] — 1. Pour 
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les autres générateurs x“ de l'algèbre locale on a I[xr“/D"] — 0: 


cela ressort de la formule d'Euler-Jacobi. La forme bilinéaire du 
germe de l'application de Pham est non dégénérée : la duale de la 
base {x“} dans Q,m est la base {r”7-*}. 


Proposition 3. La forme bilinéaire de tout germe de multiplicité 
finie est non dégénérée. 

Démonstration. Deux germes A-équivalents ont leurs 
formes bilinéaires dégénérées ou non dégénérées simultanément (ce 
qui ressort de la proposition 1 du n° 5.14). Tout germe de multipli- 
cité finie peut être obtenu. à une 4-équivalence près. par une petite 
déformation d'un germe d’application de Pham (n° 5.6). Or, sa forme 
bilinéaire est non dégénérée: la proposition 3 résulte maintenant 
de la proposition 1. 


5.16. Théorème de la trace. Soit une application f de variétes 
complexes de même dimension par laquelle tout point admet un 
nombre fini d'images réciproques. Soit w une À-forme dans la variété 
source. 


Définition. On appelle trace de la À-forme w par l'application f 
une k-forme dans la variété but dont la valeur sur chaque k-vecteur 
est égale à la somme des valeurs de w sur toutes les images récipro- 
ques de ce k-vecteur. Cette forme est définie pour les valeurs régu- 
lières de f. Elle se note Tr w. 


Théorème (Abel). Soient f (x) = rx” et w = g dr, où g est une 
fonction holomorphe en O0. À lors la forme Tr w définie dans un voisinage 
pointé de O se laisse prolonger de façon holomorphe en 0. 


Démonstration. Treo = œdy. où ç (y) = > g (y"") - 


{ Ld # LL e e 
+ — y4/P}-1, Développons œ en série suivant les puissances de 


pure Les coefficients des puissances non entières de y sont 
nuls, car @ est univoque. Le développement ne contient aucune puis- 
sance entière négative de y. car tout terme du développement est 
de degré non inférieur à (1/p) — 1. 


Corollaire 1. Soit f un revêtement ramifié de dimension 1 à u feuil- 
lets. La trace d'une forme holomorphe dans l'espace source se prolonge 
alors de façon holomorphe en une forme dans l'espace but. 

Dans le cas multidimensionnel. le théorème de la trace s obtient 
à l'aide d'une 


Définition. Une application f de variétés complexes de même 
dimension est de type fini si la somme des multiplicités de toutes les 
images réciproques de chaque point a une valeur constante finie. 
Cette valeur u s'appelle nombre de feuillets de la projection de revé- 
tement f: M—-N de type fini de W au-dessus de N. 
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Proposition. Toute application de type fini est propre. 

Démonstration. Un point y admet u images réciproques 
(compte tenu de leur multiplicité). Tout point suffisamment proche 
de y admet 1 images réciproques (compte tenu de leur multiplicité) 
proches de celles de y. Donc il n’y a aucune autre image réciproque, 
et l'application est propre. 


Corollaire 2. Les valeurs régulières d’une application de type fini 
forment un ensemble ouvert et partout dense. 


Théorème. La trace d'une forme holomorphe par une application 
de type fini a un prolongement holomorphe sur la variété but tout 
entière. 

Démonstration. Elle se déduit du théorème d’Abel: 

1° Pour l'application fr, -.., xn) = (xP, ze, . .., zh) Je 
théorème se démontre comme le théorème d’Abel. 

2° On dit qu'un point de la variété source est bon si l’on peut 
introduire sur son voisinage et sur celui de son image des coordon- 
nées en lesquelles l’application s’écrive comme dans 1°. 

Ün point de la variété but est bon si chaque son image récipro- 
que est un bon point. 

Dans un voisinage d'un bon point le théorème découle de 1°. 

3° Les mauvais points de la variété source forment un ensemble 
de codimension supérieure à 1. Pour la démonstration, considérons 
dans la variété source les trois ensembles suivants: 

— l'ensemble des singularités de l’ensemble des points critiques 
de l'application ; 

— l’ensemble des points critiques de la restriction de f à la 
partie non singulière de l’ensemble de ses points critiques ; 

— l’ensemble des points critiques de f en lesquels la multipli- 
cité est plus élevée que dans les points critiques voisins. 

On montre sans peine que, pour une application de type fini, 
chacun de ces ensembles est de codimension supérieure à 1 et que 
tous les autres points sont bons. 

4° Les mauvais points forment un ensemble analytique dans la 
variété source ; ceux de la variété but forment donc un ensemble 
analytique eux aussi (théorème de Remmert) de codimension supé- 
rieure à {. 

5° D'après le théorème de Hartogs, la trace admet un prolonge- 
ment holomorphe sur l’ensemble des mauvais points. 

Dans le texte qui suit, nous donnerons une autre démonstration 
du théorème de la trace, sans faire appel aux théorèmes de Remmert 
et de Hartogs. 


5.17. Représentation intégrale de la trace. Soit f: M — V une 
application de type fini sur un domaine Ÿ de C", et soit © une 
n-forme holomorphe dans . Munissons C" de coordonnées y,, ... 
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. Un. Définissons la fonction [Tr w] en valeurs régulières de 
l'application comme coefficient de la représentation 


Tr o = [Tr wo] dy, À .-.. /\ dy. 


Considérons l'application |f {°: A — R", x (|f1(x) |°, 

+ [fn () F). 

Soit $un vecteur positif de R'". Soient un polydisque V, tel que 
| yx |? << ô6,, de squelette T, tel que | y |* = Ôô: 


Théorème. Soit Ô une valeur non critique de l'application |f [° 
telle que le polydisque V, soit contenu dans V avec son squelette. La 
fonction [Tr w] admet alors dans ; s une représentation intégrale 


A] 
[Tr &] (y) = ET \ IL (fi —yi) 
re 


(+) 
dans laquelle l, est un cycle tel que | f | = 6. 

Introduisons sur À] une n-forme A erige “aiisue d'un 
point y de V, telle que ©, = w/[(2xi)" [I VIE 

Définissons une application | f — y |: M — se dépendant du 
paramètre y E V, telle que zr(lf — F, ..., fn — Yn |). 
L'image réciproque d’une valeur régulière p € (R+)" pour y et p suffi- 
samment petits est une variété compacte. Désignons-la par F,,.. 


lemme 1. Au voisinage d'une valeur régulière de l'application f 
on a 


[Tr wo] = | Oy 


Tr, p 


(pour tout vecteur suffisamment petit p aux composantes positives). 
Démonstration. L'image réciproque d'un petit voisi- 
nage W d’une valeur régulière se compose de u voisinages disjoints 
U,. Identifions les U; avec W au moyen de l'application f et intro- 
duisons dans Ü; un système de coordonnées f,, ..., f,. Soit © = 
= g;df, À .:.. A dfn dans U,. Alors [Trwl = >g;. D'autre 
part, pour p petit, le cycle l,,, se décompose en pu tores T'} situés 
dans les voisinages U 3 (et définis sur les U; parles n équations | f; — 

— y; | = pi). D' Le la formule intégrale de Cauchy 

&j (frs ces fn) dfs À +. N\ dfn 
8} (y) = ET } [] (fiv) ° 


Dans nos notations cette égalité s'écrit £g,(y) = | w,. Donc 
T'; 
| Oy = De g;(y). Le lemme est démontré. 
r'#, p 
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Lemme 2. Pour ioute valeur régulière y de l'application f suffisam- 
ment proche de O, le cycle V,, est, pour p petit (| p | << po (y)), ho- 
mologue au cycle l, dans le complémentaire de l'ensemble des singula- 
rités de la forme «w,,. 

Démonstration. Elle utilise le fait que les images réci- 
proques d'une valeur régulière par deux applications différentiables 
propres homotopes sont homologues. 

1° Le cycle l, est défini par un système d'équations non dégé- 
néré. Une légère variation de ces équations n'entraîne qu’une varia- 
tion insignifiante du cycle. Pour tout y appartenant à un voisi- 
nage W, suffisamment petit de O0, les cycles F ({) — T,,.4 définis- 
sent une homotopie différentiable entre l, et l,,4 quand ft varie 
de O0 à 1. D'une façon analogue, pour un y € W, et un p € R'" suffi- 
samment petit (|p | << po (y)), les cycles F(t) = T,5+19 définis- 
sent une homotopie différentiable entre F4 et F, 549: 

2° Soit une application NM X R—- R" dépendant du paramètre 
y E F. par laquelle le point (x, t) est envoyé dans un point de coor- 
données | f; (x) — y; | — tô;. Soit p une valeur régulière de cette 
application, suffisamment petite pour que | p | << p, (y) et que le 
cycle F,., se décompose en u tores 7; (voir lemme 1). L'image réci- 
proque de p définit dans / X KR une variété différentiable de di- 
mension x + 1. La projection dans A/ de la partie définie par 0 < 
< t L 1 de cette variété est une bande tendue entre les cycles F,,, 
et T9 = ZX Tj. Le lemme est démontré, car ni la bande construite, 
ni les homotopies exhibées n'effleurent les singularités de la forme 
O y. 


Démonstration du théorème. 1° La représenta- 
tion (+) vaut pour y petits. En effet, d'après les lemmes 1 et 2 on 
a pour y petit 


{o= | @, = [Tr] (y). 
Ts r, p 

2° De 1° on déduit le théorème de la trace pour les #7-formes. 

3° Du théorème de la trace il ressort que [Tr w] admet un pro- 
longement holomorphe sur V tout entier ; le second membre de (*) 
est holomorphe dans le polycylindre V,. D'après 1° le premier et 
le second membres se confondent au voisinage de 0: par conséquent, 
ils se confondent dans V3. 


Corollaire. 71 existe une représentation intégrale pour la trace des 
k-formes dans un espace de dimension n. 
Considérons par exemple la trace d’une 1-forme w dans C*, 


Tr o = a, dy, + a, dy. 
Multiplions par dy.. Il vient 


di dy, À dys = (Tr @) À dy: = Tr(o À f* dye). 
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Le coefficient a, a comme représentation intégrale celle de Tr (w À 
A F* dy). 

On établit d'une façon analogue des représentations intégrales 
pour les coefficients de l’expression en coordonnées de la trace d'une 
k-forme dans C". 

Remarque. Une autre démonstration du théorème de la trace est 
proposée dans [131], où l'on trouve aussi des renseignements sur le 
domaine d’application et les généralisations de ce théorème. 


5.18. Démonstration du théorème du jacobien inverse. Soient 
un domaine /"! (V) — M et son application f |: M — V. L'appli- 
cation est de type fini. Considérons une n#-forme w = À dr, /\ ... 

. f\ dr,. Sur l’ensemble des valeurs régulières de l'application, 
qui est ouvert et dense dans V, on a [Trowil = Yh(a;)J (a;). 
D'après le théorème de la trace, la fonction [Tr «l est holomorphe 
dans V. Le théorème est démontre. 


Corollaire. 
hdz, À... A din 


DR Pr on 


1; il Ô 
Démonstration. PE MU [Tr w]) (0), et 


le corollaire résulte de la preontation intégrale de la trace. 


S 6. Applications stables et infinitésimalement stables 


Dans ce paragraphe la question de stabilité d'un germe d appli- 
cation différentiable est résolue par la méthode de linéarisation. 
Elle consiste à réduire la question de la stabilité ordinaire à un pro- 
blème linéaire de la stabilité infinitésimale, voire à un problème 
linéaire encore plus simple de la V-stabilité infinitésimale. Après 
avoir développé la technique nécessaire, nous envisageons le cas le 
plus élémentaire et démontrons un théorème sur l'équivalence d'une 
fonction à son polynôme taylorien au voisinage d'un point critique 
de multiplicité finie. 


6.1. Notion de stabilité infinitésimale. On dit qu'une applica- 
tion f: M — N est stable si l’orbite de f sous l’action du groupe des 
difféomorphismes à gauche et à droite dans l’espace Q (147, N) 
des applications différentiables de A7 dans contient un voisinage 
de l'élément f(cf. $ 1, n° 1.4). 

Soient X une variété et G un groupe de Lie opérant sur X. On 
dit qu'un point f de X est stable par cette action si son orbite con- 
tient un voisinage de f. L’action de G sur X définit une application 
différentiable de variétés de dimension finie a: GX X— X (à un 
couple g, x, g fait correspondre l’image de x). 
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Considérons la dérivée première de a par rapport au premier argu- 
ment en (e, f), où e est l'élément neutre du groupe: 


ES Le, ‘ T,G—T,X. 


Si cet opérateur linéaire applique l’espace tangent au groupeene 
sur tout l’espace tangent en f à la variété sous-jacente, alors, d’après 
le théorème de la fonction implicite, l'orbite du point f contient un 
voisinage de f. 


Définition. On dit qu'un point f est infinitésimalement stable (ou 
inf-stable) par l’action a si la dérivée de a par rapport au groupe en 
(e, f) applique l’espace tangent au groupe sur tout l’espace tangent 
à la variété en f, i.e. si al, , est une surjection. 


Proposons-nous d'étendre cette définition au cas envisagé, i.e. 
à l’action d’un groupe de difféomorphismes à gauche et à droite de 
dimension infinie sur un espace d'applications différentiables 
Q (M, N) de dimension infinie. 

L'espace tangent au groupe Diff 1] des difféomorphismes d'une 
variété différentiable A7 dans le point neutre de ce groupe est l’espace 
vectoriel des champs de vecteurs différentiables sur Af. Il se note 
T (TM) (espace des sections du fibré tangent TM de M). Un difféo- 
morphisme infinitésimal à gauche et à droite se définit par une paire 
de champs de vecteurs, l’un sur À et l’autre sur V. Donc 


T,(Diff M x DiffN) = T (TM) @T (TN). 


L'espace tangent en f à la « variété » Q (A7, N) de toutes les appli- 
cations différentiables de f dans N s’identifie naturellement avec 
l'espace des « déformations infinitésimales » de l'application f, 
i.e. avec l'espace des sections du fibré vectoriel vertical f*TN 
de f (fig. 39): 


TQ(M, N)=T(#MTN) 


(l'élément T (f* TN) est une section du fibré vertical qui donne la 
vitesse de variation de f en tout point x de M). 
Calculons l'opérateur linéaire 


T, (Diff M X DiffN)— FT (F*TN) 
qui correspond à l’action à gauche et à droite, f—+> K of 0H” 
(K EDiff N, HENMiff M). 
Il est commode de faire les calculs en coordonnées (locales). 
L'application f s'écrit sous la forme y = f (x). Les familles de difféo- 


morphismes à un paramètre H et X proches de l'identité s’écrivent 
comme suit: 


He()=2z+eh(z)+..., Ke(y) = y + ek (y) + ... 
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(les points de suspension remplacent les termes de degré supérieur 
à 4 en e). Calculons f, = K.ofoH;. Il vient 


fe (2) = f(&— eh (2) + ek(f(2)) + = 
=f+e[#((2) 2 (+... 


Le terme entre crochets est précisément la valeur de l'opérateur 
cherché sur la paire (h, k). 
La réponse peut s'écrire sous la forme 


(k, k) + à [h] + © [kl, 


où a: TTM — T (*TN) se définit par aœ[h] (x) — —f,.h (x) et 
o: FTN —= V'*TN) par wo (Al (x) — * (f (x)). Les applications & 


Fig. 39 


et w sont géométriques, elles sont indépendantes du choix de coor- 
données (fig. 40). 


Définition. Une application f est dite infinitésimalement stable 
(inf-stable) si 
a (TTM) + © (TTN) = FT (FTN). 


Ecrite en coordonnées, cette condition signifie que l’« équation 
homologique » 


u(c)= —<L h(z) +k (f(x) (1) 


est résoluble en À et À pour tout champ de déformations u, i.e. pour 
tout élément de FT (TN). 


Théorème de stabilité (Mather). Toute application inf-stable est 
stable. | 

Ce théorème est vrai si M et N sont des variétés compactes : 
sinon, il est vrai à condition que la stabilité soit interprétée au sens 
de la topologie fine de Whitney (voir p. 36). La réciproque est aussi 


71-0465 
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vraie : toute application stable est inf-stable. Tous ces résultats ont 
recu leur démonstration dans les travaux de Mather [205]. 

Nous allons démontrer la variante locale du théorème de sta- 
bilité. 

Définition. On dit qu'un germe d'application différentiable 
(resp. formelle, analytique, holomorphe, . . .) f en 0 est infinitési- 
malement stable, ou inf-stable, si l'équation homologique (1) est 
résoluble par rapport aux germes de champs de vecteurs différen- 
tiables (resp. formels, . . .) À et À pour tout champ de déformations 
différentiable (resp. formel, . ..) u. 


Exemple 1. Application droite sur droite f (x) = x°. L'équation 
homologique s'écrit 


u (x) = —2xh (x) + k (x°). 


Elle est résoluble pour uw quelconque. Par conséquent, l'application 
est inf-stable. 


Exemple 2. Application droite sur droite f (x) = x°. L'équation 
homologique s'écrit 


u (x) = —3z°h (x) + & (2S). 


Elle n’a pas de solution pour u = z. Donc, l'application y = x° 
est infinitésimalement instable (cf. fig. 1). 


6.2. Méthode d’homotopie. Le théorème de stabilité d’une appli- 
cation infinitésimalement stable peut être démontré par des méthodes 
différentes, dont on se sert généralement pour la démonstration des 
théorèmes analogues à celui de la fonction implicite. On peut par 
exemple utiliser une méthode itérative, du type de la méthode des 
tangentes de Newton (cf. [9]). Une autre méthode, dite méthode 
d'homotopie, a été proposée par R. Thom. Elle consiste en ce qui 
suit. Il s’agit de construire H et Æ tels que le diagramme de passage 


defàf 


ls 


&ÆR 
|: 
2 = 


soit commutatif. À cet effet, on joint f à f par une courbe f, en sorte 


que fo = f et f1 = Î. Le diagramme commutatif cherché se décom- 
pose en un produit de diagrammes, conformément à la partition du 
carré commutatif en rectangles de faible hauteur A. À chaque rec- 
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tangle correspond un diagramme 
? 
M —— 
Ka 
Fa Ji+at 
M ——N 


Si l’on arrive à construire #4 et Ka en première approximation sui- 
vant À (à o(A) près) pour t quelconque de 0 à 1, on obtiendra le 
diagramme commutatif désiré en « intégrant les diagrammes infi- 
nitésimaux commutatifs partiels ». 

La possibilité de construction de diagrammes infinitésimaux 
commutatifs partiels est précisément garantie par la condition de 
stabilité infinitésimale. 

Afin de ne pas encombrer inutilement l'idée maîtresse de la 
méthode d’homotopie par les détails techniques, nous commen- 
cerons par une situation très élémentaire résumée par le « lemme de 
Morse » qui suit: 


Théorème. Au voisinage d'un point critique non dégénéré, toute 
fonction est équivalente à droite (R-équivalente) à la somme d'une 
forme quadratique et d'une constante. 

Démonstration. Soit f— > ati, ax 0. Il s'agit 
de montrer que pour toute fonction @ appartenant au cube m° 
de l'idéal maximal m, le germe en 0 de la fonction f + est R-équi- 
valent au germe de f en (. 

Relions f à f + @ par un chemin f + te, t € [0, 1]. Nous cher- 
chons une famille à un paramètre de difféomorphismes locaux 
THæ £g,(x) telle que 


F + tp) (& (x)) = f (x), (1) 
gAx)=z, g(0)= 0. 
Associons à la famille g, un champ de vecteurs v, qui dépend.du 
temps {: 
d 
ve (8e (= (5 8e(x) )| 
Dérivant (1) par rapport à ft, nous obtenons une équation par 
rapport à U:,: 
P (ge (x)) + ve (ge: (x))-EF + tp) = 0 (2) 


(l'opération - est la dérivation de la fonction suivant la direction 
du vecteur de : gauche). 

Introduisons un système de coordonnées z,, ..., zn. Désignons 
les composantes du champ inconnu par vw, ;, de sorte que 


4) 
= D ei nee 
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Le deuxième terme de la somme (2) s'écrira alors comme suit: 
n 
(Gr) +tg)= 2 ve, 1 ais + tx) loyer 


Les fonctions 2a;x, + itp,, sont connues; désignons-les par y. 
L'équation (2) s'écrit alors comme une équation par rapport à w:.;: 
im 


à CURE (3) 


[nous omettons d'écrire l'argument g,(x), le même dans le premier 
et dans le second membre, vu que l'équation (2) est vérifiée iden- 
tiquement suivant (x, t), donc aussi suivant (g, (x), t)]. 

Le jacobien det (dy/0x) est non nul en tout point de l’axe des t 
(car px, Em*). On peut donc, au voisinage de l'axe des { de l'es- 
pace de coordonnées (x, t), prendre y; et { comme nouvelles coor- 
données. 

La fonction ® admet sur l'axe des t un zéro d'ordre 3. D'après 
le lemme de Hadamard, on peut mettre @ sous la forme 


pP—= 2 VAUTE 
i 


où 4; (0, t) = 0. Cela nous donne la solution de (3): v;,; = —%4. 
Connaissant la famille des champs v,, nous pouvons déduire g; (x) 
de l'équation différentielle 


Laden) &(=z 


Remarquons que, puisque v,(0) = 0, il existe pour t € [0, 1] une 
solution de condition initiale x proche de 0. De plus g,(0) = 0. 
Il en résulte que g, est le difféomorphisme cherché. Le lemme de 
Morse est démontré. 


Un autre exemple d'application de la méthode d’homotopie est 
la démonstration du théorème de Tougeron sur l’équivalence d'une 
fonction différentiable à un polynôme. En le démontrant par la 
méthode d'homotopie, on voit surgir des lemmes qui jouent égale- 
ment un rôle essentiel dans la démonstration du théorème de Mather. 


6.3. Théorème de Tougeron sur la détermination finie d’un germe 
de fonction dans un point critique de multiplicité finie. 


Définition. On dit qu’un point critique 0 d'une fonction diffé- 
rentiable f: (R", 0) — (R, 0) est de multiplicité finie si l'algèbre 
locale de l'application gradiente est de dimension finie, i.e. si 


u = dim R{fzxz,, ..., zh)l/(0f/6x,, . . ., 0f/ôrm) << co. 
La quantité u est la multiplicité du point critique. 
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Théorème. Au voisinage de son point critique de multiplicité finie pu, 
la fonction est R-équivalente à un polynôme, à savoir, à son polynôme 
taylorien de degré up + 1. 


Exemple. Pour un point critique non dégénéré on a up = 1, et la 
fonction est équivalente à son polynôme taylorien de degré 2 (c'est 
le lemme de Morse que nous avons démontré au n° 6.2). Cet exemple 
montre que le degré u + {1 ne peut être diminué. 


Remarque. Si toutes les fonctions de k-jet donné sont équiva- 
lentes (à droite), on dit que le jet est suffisant. Ainsi donc, le (u — 1)- 
jet de la fonction en un point critique de multiplicité u est suffisant. 

Si le point critique est de multiplicité u infinie, aucun k-jet 
fini n'est suffisant. 


Exemple (Whitney). Considérons une fonction holomorphe de 
trois variables f (x, y, z) = xy (x + y) (x — zy) (x — e‘y). 

Le point critique 0 n'est pas isolé (l’axe des z est entièrement 
constitué de points critiques). Le germe de f en O n'est équivalent 
(à droite) à aucun germe de polynôme. 

En effet, l’ensemble de niveau critique (nul) de f est formé de 
cinq surfaces différentiables qui se coupent le long de l’axe des . 
Ces cinq surfaces définissent sur le plan z = Cte cinq courbes qui 
se coupent en un même point. Les birapports construits pour quatre 
tangentes à ces courbes au point d’intersection dépendent de 2. 
Si la fonction était équivalente à un polynôme, chacun de ces bi- 
rapports serait une fonction algébrique de chacun des autres. Ce 
n’est pas le cas pour f, à cause du facteur e*, ce qui fait que le germe 
de f n’est pas équivalent à un germe de polynôme. 


6.4. Démonstration du théorème sur la détermination finie. 
Supposons que l'application f: (R”, 0) + (R, 0) admette en 0 
un point critique de multiplicité finie u. Nous disons que, pour tout 
p de m“*?, la fonction f--œ est R-équivalente à f. Par un raisonne- 
ment analogue à la démonstration du lemme de Morse (n° 6.2), 
nous obtenons une équation par rapport au champ v,: 

ve(gr(x))- (+ tp)æ=—pa(z)), peEmt 
Puisque cette égalité a lieu identiquement en x et t, il suffit de ré- 
soudre pour & = — l'équation par rapport à v,: 


v-(f+ip)=a aeEm'*. 


Lemme 1. Tout monôme de degré suffisamment élevé (exactement 
de degré pu) est contenu dans l'idéal gradient I; de la fonction f (i.e. 
dans l'idéal engendré par (df/ôx,, . . ., 0f/0r»)): 
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Exemple. Pour un point critique non dégénéré on a pu = 1 et 
Ivy = M. 
Démonstration. Voir n° 5.5. 


Lemme 2. Tout monôme de degré suffisamment élevé (exactement 
de degré u) appartient à l'idéal gradient de la fonction f + ®, i.e. 
me © Jv+o 


Exemple. Pour un point critique non dégénéré on a up = 1 et 
Luzw = Tv = mt. 

Démonstration du lemme 2. Considérons tous 
les monômes de degré u. Leur nombre est fini. Soit Af, un de ces 
monômes. D'après le lemme 1, MW, € Jv;, i.e. il existe un développe- 
ment 

n of 
M, —= > Fra s (x). 
1-1 


Remplaçant dans cette formule f par f + @, nous obtenons le dé- 
veloppement 


n LL 
M,= > Ep, (D—X _n hi, à (x). 


0x; 
i=1 1=1 


Le minuende appartient à m"*! (puisque @ € m"**?). On peut donc 


le représenter comme une combinaison linéaire de monômes J£, 
de degré Lu à coefficients dans m. On obtient ainsi le développement 


M, = > ER hi POELE TD Tia p, (2). 
P j=1 


Considérons ces relations comme un système d'équations liné- 
aires par rapport à un vecteur M de la famille de vecteurs inconnus 


(AZ,, ..., MX). La matrice du système est de la forme E + 4, 
où les éléments de À sont dans m. Le second membre est un vecteur 
B = (B,,..., B«) dont les éléments 
= 2 IUT) y 
| 0 4 


appartiennent à l’idéal re Trg+w- Pour x = 0 le déterminant 
de la matrice Æ + À est égal à 1, aussi le système est-il résoluble 
au voisinage de 0: 


= (E + A)'B. 


Puisque B, € Zvç+en on à M, € Tyy+e) Comme demandé. 


$ 6] APPLICATIONS STABLES ET INFINITÉSIMALEMENT STABLES 103 


Remarque 1. Le raisonnement cité avec inversion de la matrice 
dans l'algèbre est formalisé dans un lemme dit de Nakayama. 


Remarque 2. D'après le lemme 2, l'équation homologique 
(+ ip) = « (+) 


est toujours résoluble pour t fixé quelconque, même avec «& € m* 


au lieu de m"“**. Cependant cela est insuffisant, car nous avons 
besoin d’une solution v, qui dépende différentiablement de t et dont 
l'intégration nous donnerait g, pour tout t € [0, 1]. 


Exemple. Considérons l’action du groupe des transformations 
homographiques réelles z — (az + b}/(c3 + d) sur le plan de la 
variable complexe :. L’axe réel et le demi- 
plan supérieur sont deux orbites différentes 
de l’action. Considérons dans le demi-plan 
supérieur une courbe tangente à l’axe réel. 
par exemple z = t + it (fig. 41). Le vec- 
teur vitesse en tout point appartient au 
plan tangent à l'orbite correspondante, ce 
qui n'empêche pas la courbe de passer 
d’une orbite à l’autre. 

La méthode d’homotopie ne convient pas, car, bien que l’équa- 
tion homologique soit résoluble pour t fixé quelconque, on ne dis- 
pose pas de solution différentiablement dépendante de t. 

On montre que dans le cas d'un groupe de Lie de dimension finie 
opérant sur une variété de dimension finie, il suffit que les dimen- 
sions des orbites restent inchangées le long de la courbe considérée 
pour que l'équation homologique admette une solution différen- 
tiablement dépendante de t (on suppose naturellement que l’équa- 
tion soit résoluble pour t fixé quelconque). Dans cette hypothese 
la courbe dont chaque vecteur tangent appartient à l’espace tangent 
à l'orbite est située tout entière dans une orbite unique. 


Fig. 41 


Lemme 3. Pour tout monôme de degré suffisamment élevé (exacte- 
ment de degré p + 1) l'équation homologique admet une solution v, 
qui dépend différentiablement de t et qui s'annule à l'origine. | 

Démonstration. Mettons le monôme « sous la forme 
zM, où .Y/, est un monôme de degré u. Le lemme 2 appliqué à 
f + to permet de construire une solution différentiablement dépen- 
dante de £ de l’équation homologique (*) où le second membre est M. 
Multipliant cette solution par x;, on obtient la solution cherchée v.. 

Fin de la démonstration du théorème. 
Mettons & = —œ € m+? sous forme d'une combinaison linéaire 
fonctionnelle de monômes «, de degré u + 1: 


a(z)= Ÿ c, (x) a (x). 
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Les équations homologiques (*) à second membre &, seront résolues 
d'après le lemme 3 


Œs (x) = Us, a" + tp), Ut,s (0) = (. 


Le champ de vecteurs v, = Sc, (x) v,, définit la famille cherchée 
a un paramètre de difféomorphismes Li: 


<er = vi (gx), g(0)=0, (f+tp)(g(r))= f(x). 


Le théorème est démontré. 


Remarque. La démonstration citée appartient à Mather. On trouve 
dans la littérature quatre démonstrations différentes du théorème 
de la détermination finie (pour les cas différentiable et holomorphe): 
[9], [45], [277], [2511]. 


6.5. V-équivalence. En plus de la ÆR-équivalence et de la 
RL-équivalence, il est bon d'introduire un troisième type d’équi- 
valence, qui se traduit géométriquement par un difféomorphisme 
entre variétés de niveau d'applications: la V-équivalence. 


Définition. On dit que deux germes f et f: (R”, 0) — (R", 0) 
sont V-équivalents (V comme «variété»; on sous-entend la variété 
f"? (0)) s’il existe un germe g: (R", 0) —+ (R", 0) de changement 
à droite laissant O invariant et un germe M: (R”, 0) — GL(R") 
d'application de l’espace source dans la variété des automorphismes 
de l’espace but (ïi.e. dans la variété des matrices non dégénérées 
d'ordre n) tels que 


Î (x) = M (2) f (g (x). 
Il est clair que le difféomorphisme local g envoie le germe en 0 


de l’ensemble }-! (0) sur le germe en 0 de l’ensemble f-! (0). Les 
applications f (x) — x° et f (rx) = x° ont les ensembles f-! (0) géo- 
métriquement identiques mais ne sont pas V-équivalentes. 


Théorème. Pour que deux germes soient V-équivalents, il faut et il 
suffit que les idéaux correspondant à ces germes passent l’un à l’autre 
par un difféomorphisme local convenable g de l'espace source. 

Soit en effet 7, l'idéal engendré par les composantes de f (ï.e. 
l'idéal f*w,4, dans l'algèbre À, des « fonctions de x»). 


Lemme. Si7,=1I F2 il existe en O un germe de matrice non dégénérée 
M tel que 


f(x) = M ()f (x). 
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Démonstration. Puisque les composantes de f sont dans. 
1 et celles de } dans /;, il existe des germes matriciels P, Q (en géné- 
ral non inversibles) tels que 


fa) =P&)i@), f&)=Q@TU) 
Donc (QP — E)f = 0. Par conséquent, le germe matriciel M — 


— P + RIQP — El] fait passer f à f pour tout À. Il reste à choisir 
un À tel que la matrice 17 (0) soit non dégénérée. Dans le texte qui 
suit nous désignons par P, Q, R, M les valeurs des germes corres- 
pondants en 0 en les assimilant à des applications linéaires R° — R". 

Mettons R'" sous forme de somme directe de Ker P et de l’espace 
complémentaire À, et aussi sous forme de somme directe de Im P 
et de l’espace complémentaire B. De toute évidence dim À = 
— dim Im P et dim B = dim Ker P. On peut donc prendre R 
tel que RA = 0, R (Ker P) = B. Alors M (Ker P) = B, M (4) = 
= [Im P mod B; la matrice M est non dégénérée. Le lemme est. 
démontré, et le théorème est immédiat. 


Définition. Deux germes d'applications f: (R”, a) —+ (R", b) 


et f: (R', a) — (R”, b) sont dits V-équivalents s'ils deviennent 
V-équivalents quand on transporte l'origine des coordonnées de 


a, b et de a, b en 0. 


Remarque. Bien qu’on fasse intervenir ici la structure d'espace 
vectoriel de R”'et R', la propriété de V-équivalence est indépendante 
de cette structure: au lieu de transporter 
l'origine, on pourrait utiliser un difféomor- 
phisme. Îl y a plus, on montre que la V-classe 
de fen a se définit par une paire de germes 
de sous-variétés de dimension m du produit 
direct R'"" X R'" au point (a, b): 


[« axe » des x = (R", a) X b; graphe de f] a R* 


R° 


(fig. 42) (cette paire de germes est définie à Fig. 42 

des difféomorphismes près de l’espace produit). 

Cette classe dépend de la tangence des sous variétés indiquées, c’est 
pourquoi Mather a appelé ce type d'équivalence contact equivalen- 
ce. J. Martinet [203] a introduit le terme de V-équivalence afin 
d'éviter toute confusion avec le groupe de contact (cf. chap. III). 


6.6. V-stabilité infinitésimale. A la V-équivalence correspond 
une notion particulière de stabilité infinitésimale. 

Soit f: (R”, 0) —+ (R",0) un d'application différentiable- 
(un o-jet d'application formelle, . ..) y = f (x) en 0. 
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Considérons l’espace de toutes les variations de f. 

Soit {F (x, e) = f (x) + ea (x) + . ..} une déformation à un 
paramètre de f. 

La variation (ou vitesse initiale) de la déformation F se définit 
par la fonction vectorielle a. 

Désignons les composantes de f, de F et de a (en coordonnées 
fixées) par fi, F; et a. Les « fonctions » f; et a; appartiennent à l’al- 
gèbre considérée À, (des germes en 0 de fonctions différentiables, 
formelles, analytiques ou holomorphes de (x,, ..., zm)). La varia- 
tion de f se définit donc par une famille de r éléments de 4.. Une 


telle famille sera appelée colonne à éléments (a, ..., a,) et notée 
aussi par 


Me + ee + Ann = 0/0, + ++ + An0/0Yn 


{car a; est la vitesse de variation de la coordonnée y;). Toutes les 
colonnes de variations forment un module libre (A4,)" à #7 généra- 
teurs e; = 0/0y; sur l'algèbre À.. 

Dans cette terminologie, la définition de la RL-équivalence in- 
finitésimale du germe f s’énonce ainsi: pour toute colonne a € (A,)" 
On a un développement 


m 


ete} ht + DE, (f(a)es (1) 


j=1 


où h; € À,, 0f/0x; € (A.)", k, € À, sont des « fonctions » de y,, . 
ne Une 

Notons qu'en variant les coefficients À dans cette formule, le 
premier terme de la somme parcourt un À.-sous-module dans (4,)". 
En variant k, le second terme ne parcourt qu’un sous-espace vectoriel 


(ou, si l’on veut, un module sur l'algèbre des fonctions de y mais 
non de x). 


Définition. On dit qu’un germe d'application f est V-infinitési- 
malement stable (ou Vinf-stable) si les images des vecteurs de base 
€, +. € engendrent sur R le module quotient 


T=(4.)/ (5. he) (j=1,...,m; i,r=1l,...,n). 


Remarque. L'origine de cette définition est la suivante. Les varia- 
tions de f par les difféomorphismes de la source sont de la forme 
> Eh (x). Elles forment dans (4,)" un sous-module engendré 


j 
par m colonnes 0f/ôx;. Il existe un autre type de variation de f qui 
conserve la classe de V-équivalence : il consiste à multiplier à gauche 
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un vecteur du système d’équations {f, — 0} par une matrice fonc- 
tion C (matrice d’ordre rz à éléments de À,) non dégénérée pour 
z = 0. Si la matrice C (e) — E + ec + ... est proche de la ma- 


trice unité, le système se transforme en un système de la forme {f, = 


= 0}, où f = f + ecf +. . Par conséquent, la variation de f est 
de la forme cf, i.e. elle appartient au sous-module engendré dans 
(4.)" par n° colonnes fie, (les f; occupent la r-ième position dans 
leurs re respectives ; on a O dans les autres positions). 

Ainsi donc, le dénominateur de la formule de T se compose de 
variations «triviales»: un générateur 0f/ôx; revient à faire une 
translation suivant l'axe des z;, et un générateur f;e,, à ajouter l'i- 
ième équation à la r-ième. 

La condition de V inf-stabilité signifie donc que toute variation du 
système d'équations {f, = 0} se laisse déduire de la variation triviale 
en faisant une translation infinitésimale dans l'espace but (une telle 
translation remplace le système {f, = 0} par {f, = #,}). 


Théorème. l'out germe Vinf-stable est inf-stable, et vice versa. 

Démonstration. Supposons que le germe f soit inf-stable, 
i.e. qu’il existe des développements (1). Il est évident que f est aussi 
Vinf-stable. En effet, isolons les termes constants dans *, et mettons 
ces fonctions sous la forme 


ñn 
k, G=c + 2 YiSi, r (Y); c ER. Pise A; 


Portant les développements des k, dans (1), nous obtenons un dé- 
veloppement Fe chaque vecteur de la variation a: 


n ñn n 
a= 32 nr hi+D D firir(fe + D ce. 
ri i—1 ræmi 
Ce oi démontre la Vinf-stabilité. 
La réciproque se démontre en parfaite analogie avec le théorème 
de préparation (voir n° 4.4). 
Supposons que (e,, ..., e,) engendrent T sur le corps des nom- 


bres. Pour toute variation a de (4,)", il existe alors un développe- 
ment 


= S Ce, +2 2 En h; + 5 Br, ili@r. (2) 
ræmi i,rmi 


En particulier, le coefficient de f, (i.e. la colonne D Er, ter E(A,)") 
re 1 


admet un développement de la forme (2). Portons tous ces déve- 
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loppements dans (2). Nous obtiendrons un meilleur développe- 
ment (2), à savoir : 


n 


a=D (+ eu) + ; hi + 5 &r.1, pli per. 


r= 1 i=! i,r, pæl 


En développant le coefficient à g,.1. per d'après la formule (2), 
ræ 


nous améliorons encore le développement et nous augmentons 
le degré du produit des composantes de f dans le dernier 
terme. Au bout d’un nombre infini de pas nous aurons abouti 
au développement 


n 


Da e+ 2 2 Er (3) 


r= | 


qui démontre Ja stabilité infinitésimale au niveau des séries 
formelles. 

Le passage aux variantes moins formelles (différentiable, analy- 
tique et holomorphe) s'opère comme dans le théorème de préparation 
ordinaire. 


Remarque 1. L'énoncé général du «théorème de préparation 
pour les modules » est le suivant: supposons que f (0) = 0 et que les 
éléments e,, .. . e, d'un À,-module F de type fini engendrent un espace 
vectoriel F/f*m,F; ces mêmes éléments engendrent alors F comme un 
module sur A; 

Dans notre cas F = (4,)"/(0f/0x;). 


Remarque 2. Si le germe d'application f dépend différentiable- 
ment d’un paramètre t € [0, 1] et est Vinf-stable pour tout t fixé, 
on peut choisir un développement (3) tel que les coefficients c, 


et k; dépendent différentiablement de t (a peut même dépendre 
différentiablement de t). 

La démonstration est la même que pour le cas paramétrique du 
théorème de préparation (exemple 4 du n° 4.5). 


Exemple. Soit f une fronce de Whitney définie par 
h = +ata fr = Le 


Voyons si les conditions de Vinf-stabilité sont vérifiées (ce qui est 
plus facile que de vérifier l’inf-stabilité directement). Le module 
ai (x) 
aa (x) 


(4,)" = (4,)° est engendré par les coionnes de la forme 
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Les dérivées 6f/0x, sont des colonnes 
= (+). (= (4). 


Les colonnes ye, s’écrivent 


ds 0 (% ) 
0 ): Fe | 6): Te] 


Le dénominateur dans la formule de T est un sous-module dans 
(4.)° engendré par les six colonnes écrites ci-dessus. 

Il est facile de calculer le sous-module engendré par cinq colonnes 
des six (à l’exception de 6f/0x.): il contient 


Co). Co) CG) (a) 


Par conséquent, l’espace quotient est engendré par cinq colonnes 


QG) () G) QG) GG) 6 


Maintenant, puisque ôf/07, = (r,, 1), on a 
(0 NÉ L: TX: CA (0 
(2)=2 (5) (0): (5)=(+)-(5). 
0 ZT, x) 
(2)=2(5)-(5) 
Par conséquent, toutes les cinq colonnes (x) sont congrues modulo 
le dénominateur de la formule de T aux combinaisons numériques 


linéaires des colonnes de base e, — (1, 0) et e. = (0, 1). Par consé- 
quent, la fronce de Whitney est Vinf-stable, donc aussi inf-stable. 


$ 7. Démonstration du théorème de stabilité 


Dans ce paragraphe nous montrons que tout germe d'application 
inf-stable est stable. La démonstration se fait en deux étapes. Dans 
un premier temps, nous montrons qu'un #-jet d’un germe inf-stable 
pour * suffisamment grand est stable, i.e. que toute application 
suffisamment proche admet dans un certain point suffisamment 
proche un k-jet RL-équivalent à celui du germe initial. Dans un 
deuxième temps, nous montrons qu’un -jet d'un germe inf-stable 
pour un * suffisamment grand est suffisant. La stabilité découle 
avec évidence de ces deux résultats. 
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7.1. Démonstration de la suffisance d’un k-jet d’un germe d’appli- 
cation inf-stable. Nous allons démontrer la proposition suivante: 


Théorème. Si le germe f d'une application dans un espace de dimen- 
sion n est inf-stable, f est (n + 1)-déterminé, i.e. son n<+1-jet est 
suffisant. Autrement dit, on peut tronquer la série taylorienne de fen0 
à l’ordre n + 2 sans que le type différentiable du germe change. 


Exemple. La fronce de Whitney est 3-déterminée, car la dimen- 
sion de l’espace but nr = 2. 


Introduisons quelques notations: 

— (4,)", 4,-module des variations du germe f[(4,)" est un 
module libre à n générateurs e; — 0/0y, sur l'algèbre À, des « fonc- 
tions » de z;, ..., Tm; Ses éléments sont des « colonnes » (a,, ... 

An) = D ae; (a; E À,)]. 

M = (ôf/ôx, fies), A,-sous-module des variations V-triviales 
(dénominateur dans la formule de T de la définition de la stabilité 
V-infinitésimale). 

m., idéal maximal dans À, (il se compose de toutes les « fonc- 
tions » qui s’annulent pour z = Ü). 

Lemme 1. Si f est un germe infinitésimalement stable en 0 d’une 
application dans un espace de dimension n, toutes les variations de f 
d'ordre suffisamment élevé (exactement d'ordre n en 0) sont triviales: 
m0 € VW. 

Démonstration. Soit un monôme vecteur z'e, = 
= Lit... "Ti es. Ecrivons la suite e,, x: CAE TIC TR TETE TPE 

2 Es. Nous avons nr + 1 éléments dans ©. Puisque fest inf-stable 
et, par suite, Vinf-stable, on a dim 0/M < n. Il existe donc une 
combinaison linéaire à coefficients numériques non tous nuls telle 
que 

Cols 7 Cities F + CnTi, + - + Ti,6s € M. 
Soit c, le premier coefficient non nul. Mettant en facteur x; ... 
... Zi, 6, nous obtenons x; ... ze, € M, donc z'e, € M, ce qu'il 
fallait ‘démontrer. 


Définition. On dit que le germe en 0 d’une application dans 
un espace de dimension n» est presque V-infinitésimalement stable (en 
abrégé PVIS) si la condition de stabilité V-infinitésimale (VIS) 
est vérifiée à des termes d'ordre de petitesse (7 + 1) près. 

Ainsi donc, la condition PVIS exprime l'existence, pour toute 
variation &« de f en O0, du développement 


(PVIS) o(2= —Lh(r)+ D ef) + D aatr(a), 
{ss 1 {= 1 
r € m+10. 
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Lemme 2. Si f est un PVIS-germe en O0 d'une application dans un 
espace de dimension n, toutes ses variations d'ordre n en 0 sont triviales: 
n 
m,0 € 1. 
Démonstration. Numérotons tous les monômes vecteurs 


de degré n: py, ..., px. Pour tout monôme vecteur de degré », 
il existe un développement (PVIS) dans lequel c; = 0: 
Pp = Mp + ps MpEM, r Emx'"'0 (+) 


(ce développement se construit comme dans le lemme 1, quitte à 
changer M en M + m<*'6). 

Puisque le terme résiduel r, est d'ordre x + 1, on peut le mettre- 
sous la forme d’une combinaison linéaire de monômes vecteurs de- 
degré nr à coefficients de premier ordre de petitesse : 


rp= 2 Bp, gr Br. Mx- 


Récrivons maintenant la totalité des développements (+) comme. 
une équation matricielle par rapport à une colonne (p) de p;,, ... 
5 DS 


(E — 6) (p) = (m), 


où (m) est une colonne de m, et B une matrice d'ordre V X N à élél 
ments de m,. L’inversion de la matrice £ — f nous donne p,€ M, 
car tous les m,, appartiennent à M. Le lemme est démontré. 


Lemme 3. (PVIS) = (VIS). 

Démonstration. Considérons le développement (PVIS). 
D'après le lemme 2 son terme résiduel appartient à . On peut donc, 
quitte à choisir convenablement les coefficients À et g;, annuler le 
terme r dans (PVIS), ce qu'il fallait démontrer. 


Lemme 4. La stabilité infinitésimale d'un germe d'application 
dans un espace de dimension n est (n + 1)-déterminée. Autrement dit, 
si le germe de f en 0 est inf-stable et que ® E m£*’0, le germe de f + 
en O est inf-stable. 

Démonstration. (IS) = (VIS), aussi pour toute varia- 
tion « a-t-on un développement 


(VIS) a(2)= — TL h(x)+ D 8 (2) (2 + D cer. 


Changeons f en f = f + œ en conservant les coefficients k, g, et ci. 
Il vient 


a (= — Th (+ D ete) T (+ Dar (a), 
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où r= D gigi h. Remarquons que r est petit d’ordre 


{n+1) (r Em?+t16). Nous avons donc obtenu pour le germe f le déve- 
loppement (PVIS). D'après le lemme 3 nous construirons pour 


le germe Î le développement (VIS), et à partir de celui-ci, le 


développement cherché (IS) (voir n° 6.6). 


Démonstration du théorème. Soient f un germe 
inf-stable et E€m:“6. Appliquons la méthode d'homotopie: 
considérons f; = f + tp, t € [0, 1]. Cherchons des difféomorphismes 
H, (dans la source) et K, (dans le but) dépendant du temps t, tels 
que f,< H,= K,°of*). À ces difféomorphismes correspondent des 
champs de vecteurs *#, et k, qui dépendent du temps: 


kr (K4 (y)) = OK, (y)/0t, hi (H,(x)) = 0H, (x)/0t. 


Dérivant le diagramme commutatif, nous obtenons l'équation homo- 
logique 

on 2e + frohilnst = kel Ge 
{ici * signifie la dérivée de f, pour t fixé). Compte tenu de la rela- 
tion X,°f = f,° H,, nous obtenons une relation dont les deux mem- 
bres se laissent calculer en 7, (x). 

Puisque cette relation doit rester vraie pour x, { quelconques, 
c'est une identité ; au lieu de l’argument F7, (x), on peut donc mettre 
une lettre quelconque, par exemple x. Ainsi, l’équation homologique 
devient 


a (x) = —h, (x) + ke (fe (x). (es) 


I1 s’agit de chercher sa solution (k, k) pour &« = @. L'’équation (++) 
a des solutions pour t quelconque, d’après le lemme 1. Nous cherche- 
rons des champs de vecteurs , et #, qui dépendent différentiablement 
de 4€ [0, 1] et qui s’annulent à l'origine (x — 0 pour h,;, y = 0 
pour #,;). 

Commençons par la différentiabilité suivant ft. Dans la démons- 
tration du lemme 4, à l’aide des lemmes 2 et 3, nous avons construit 
un développement (IS) valable pour tout t. Montrons que toute 
cette construction dépend différentiablement de t. Deux pièges abs- 
<ons sont à signaler ici: 


*) Notons une nuance dans l'utilisation de la méthode d’homotopie: 
on écrira la commutativité de telle sorte que les arguments dans le premier et 
le second membre deviennent identiques après la dérivation. 
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1) en passant de (PVIS),, à (VIS),,, nous avions choisi le pre- 
mier coefficient non nul c, (dans la démonstration du lemme f); 
2) en passant de (VIS),, à (IS);, nous avons fait un renvoi au 


n° 6.6 
Or . 


4) le coefficient non nul dépend de f et non de j:; 

2) il a été montré au n° 6.6 que la condition (VIS);, garantit 
la possibilité de choisir une solution de (*#) différentiable suivant t 
pour tout { de [0, 1] moyennant une partition de l'unité. 

Nous avons ainsi construit une solution différentiable de l’équa- 
tion (++). Il reste à obtenir l’annulation de ,, k, à l’origine. Rappe- 
lons que f est un (IS)-germe d'application dans R” et que jf, = f + 
+ tp, où pE mr". 


Proposition 1. Si & est un petit d'ordre n en O (« E m8), il existe 
un développement dépendant différentiablement de t: 


a(x)=- h,(x) + (fi (2)) avec k(0) = 0. 


Démonstration. D’après le lemme 1, on a pour & un 
développement (VIS); dans lequel c; = 0. Dans la transformation 
de ce développement opérée pour la démonstration du lemme 4, 
les coefficients c; sont invariants tant pour (VIS); + (PVIS),, que 
pour (PVIS),, + (VIS);,. En passant de (VIS), à (IS), nous obte- 
nons #, (0) = À cie (voir n° 6.6). Donc k, (0) = 0 comme demandé. 


Proposition 2. Pour que l'équation de stabilité infinitésimale 
d 
a (2)= — Ÿ6 he (x)+ ke (fe (x)) (x) 


admette pour «& quelconque de 6 une solution qui dépend différentiable- 
ment de t, il faut et il suffit que soit résoluble, pour toute ‘fonction 
aC AÀ,, l'équation 
aE = —ÿ,,H + K (+++) 
par rapport aux matrices H et K. 
Ici H est une matrice d'ordre m X nr dont les éléments sont des 
fonctions de x et t{, et K une matrice nr X n dont les éléments sont 


des fonctions de y = f, (zx) et t (différentiables de classe donnée); 
E est la matrice unité d'ordre n. 


Démonstration. Les s-ièmes colonnes de H et K fournis- 
sent une solution de l'équation de stabilité .infinitésimale (#*) 
de premier membre & (r) = a(x)e,. 


Proposition 3. Soient 


UE = —f Hi +K,, vE = —-f,,H, +K,. 


8—0465 
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uvE = —fr Hu + Kuv 


Ho = VHy + HoKu, Ko = KoKu: 
Cette proposition se démontre par substitution directe. 


Remarque. On déduit aisément de la proposition 3 que la con- 
dition suffisante de la stabilité infinitésimale est que soient réso- 
lubles m équations matricielles (#*x) avec a = x;, ..., Th. 


Proposition 4. Si a€mz, l'équation (#*s+) admet une solution 
(H:, Ko), où Ki (t, 0) = 0. 
Démonstration. Voir les propositions 1 et 2. 


Proposition 5. SiaE€mz'', l'équation (#æ+x) admet une solution 
(H,, K,), où H,(t, 0) =0 et K, (t, 0) = 0. 

Démonstration. Mettons a sous la forme uv, u € mx, 
vEm.. D'après la proposition 3, on peut prendre H,, = vH,, + 
+ H,K,, K,, = K,K,. D'après la proposition 4, on peut poser 
K, (t, 0) =0, d'où la solution cherchée. 


Finissons la démonstration du théorème. 

De la proposition 5 et de la démonstration de la proposition 2 
il ressort que l'équation homologique (#*x) est résoluble pour 
a€ m2*!6 dans la classe des champs h;, À, dépendant différentiable- 
ment de t, qui s’annulent à l’origine. Or, on a pE m2£'°6 par défi- 
nition. Nous avons donc construit une solution h,, k, différentiable 
suivant { de l’équation homologique de premier membre «x = , 
solution qui s’annule à l’origine. Les champs h, et k, définissent les 
difféomorphismes locaux cherchés 77, et X, au voisinage de x = 0 
et y — 0 pour tout t E [0, 1]. La démonstration du théorème est 
finie. 

7.2. Stabilité infinitésimale et transversalité à l’orbite. Soit 
f: (R", 0) — (R”, 0) un germe d'application différentiable. 

Définition. On appelle petit espace des k-jets d'applications de 
R" dans R” l’espace des #-jets en 0 des applications de R” dans R”" 
qui envoient 0 sur 0. Notation: Ji. o(m, n). 


Définition. On appelle espace moyen des k-jets d'applications de 
R” dans R" l’espace des k-jets en O des applications de R" dans R". 
Notation: Jk(m, n). 


Définition. On appelle grand espace des k-jets d'applications de 
R" dans R” l’espace des k-jets dans tous les points des applications 
de R” dans R'. Motation: J*(m, n). 


8 7] DEMONSTRATION DU THÉORÈME DE STABILITE 415 


Les groupes des k-jets des changements de variables à gauche et 
à droite qui laissent invariant O0 dans R'" et dans R" respectivement 
opèrent sur le petit espace des jets. 


Définition. On appelle petite orbite du k-jet de f en 0 l'orbite du 
jet sous l'action du groupe indiqué (des k-jets des changements à 
gauche et à droite qui laissent O0 X O0 invariant) dans le petit espace 
des jets. 


Des transports parallèles dans KR” et dans R” induisent des 
projections (non canoniques mais utiles) de fibrations des espaces 
des jets plus grands au-dessus des plus petits. 


Exemple. Soient m = n = 1. Alors le {-jet se définit par trois 
nombres x, y, p — dy/dr. Les espaces des 1-jets sont les espaces 


{(z, y, p}}, {(y, p)} et {p} 


respectivement. Les projections sont 


(x, y, pr (y, p), (y, p}r-(p), (x, y, p) > ). 


La petite orbite du 1-jet de la fonction f (x) = z° en 0 se réduit à un 
point p = 0 du petit espace des jets {p}. 


Définition. On appelle orbite moyenne (resp. grande) du k-jet 
de f les images réciproques de la petite orbite par la projection de 
l’espace des jets moyen (resp. grand) sur le petit. 


Exemple. L'orbite moyenne du 1-jet de la fonction f (x) = x? 
en 0 est la droite p = 0 sur le plan {(y, p)} ; la grande orbite est le 
plan p = 0 dans l’espace tridimensionnel {(x, y, p)}. 


Remarque. La grande orbite est l'orbite du k-jet sous l'action 
du groupe de dimension infinie des difféomorphismes des espaces 
source et but dans le grand espace des jets; l’orbite moyenne est 
l'orbite du k-jet sous l’action du sous-groupe qui laisse invariant 0 
de la source dans l’espace moyen des jets. 


Considérons une extension à k-jets d’un germe d'application f. 
C'est le germe d’une application de l’espace source (R”, 0) dans le 
grand espace des jets: 


j"f: (R7, 0) + J* (m, n). 
Nous l'appellerons grande extension. 


Définition. On appelle extension moyenne et petite extension à 
k-jets de f les germes en O0 d’applications de l’espace source dans 
l’espace moyen et le petit espace des jets qu’on obtient à partir de 
la grande extension par des projections ultérieures sur ces espaces. 


g* 
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Exemple. Pour f (x) = ax° les extensions grande, moyenne et 
petite à 2-jets se définissent par les formules 


br (6, aË°, 206, 24), Er (af°, 2aë, 2a) et E —> (248, 24) 
respectivement. 


Théorème. Un germe f: (R”", 0) + (R", 0) d'une application 
dans un espace de dimension n est inf-stable si et seulement si pour un 
certain k > n (arbitraire s'il existe) sa grande extension (resp. son exten- 
sion moyenne, sa petite extension) à k-jets est transversale à la grande 
orbite (resp. à l'orbite moyenne, à la petite orbite) du k-jet de f en 0. 


Exemple. Le germe f = ax° en 0 est inf-stable si et seulement 
si sa grande (moyenne, petite) extension à 1-jets est transversale 
au plan (à la droite, au point) p = 0. C’est le cas pour a 0. 


Démonstration. Pour qu'une application dans le fibré 
soit transversale à un sous-fibré de ce dernier, il faut et il suffit que 
la projection sur la base du fibré transforme l’application donnée 
en une application transversale à la base du sous-fibré. Appliquons 
ce résultat aux fibrés du grand espace des jets au-dessus de l’espace 
moyen et du moyen au-dessus du petit, et aux sous-fibrés induits 
par les orbites. Nous constatons qu'il suffit de démontrer la propo- 
sition du théorème pour l'orbite moyenne. 

Calculons l’espace tangent à l'orbite moyenne en son point 
j* (f). A cet effet, introduisons des systèmes de coordonnées de façon 
à identifier l’espace tangent à l’espace moyen des jets avec l’espace 
des jets lui-même. 


Proposition 1. Un k-jet « appartient à l'espace tangent à l'orbite 
moyenne du k-jet de l'application f en O si et seulement si à admet un 
développement 


œ=—<L h(z)+K(f(x)) mod mit'6, 
où h (0) = 0. 


Démonstration. Quels que soient et k,ona 


[no (8h (0) + eh (f (ee (2)))= — SL (2) +8 (F (0). 


de le 


Si k (0) = 0, on obtient le développement cherché en prenant le 
k-jet en O du premier et du second membre. 
Remarque. Le second membre dépend précisément du k-jet de 
f en O0 et non du # + 1-jet, car h (0) = 0. 
Proposition 2. L'image d'un vecteur tangent ë € TR" par l’action 
de la dérivée de l'extension moyenne à k-jets de f en O est Le k-jet 
(ôf/0x) £ mod m#+!0. 
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Démonstration. Par définition, nous devons calculer 
la partie principale linéaire en Ë de j* (fo te) — j#f, où 7% (x) = 
= x + &. Considérons le développement taylorien 

f(x + 5) — f(x) = (0f/8x) Ë + o (È). 
Prenant le k-jet en x pour x = 0 du premier et du second membre, on 
obtient 


jh Ue %) — jé () = |jè (0f/2x)] Ë + o (E), 
ce qu’il fallait démontrer. 


Remarque. L'image du vecteur Ë dépend du # + 1-jet de f et 
ne se définit pas par le k-jet. 


Fin de la démonstration du théorème. En 
accord avec les propositions 1 et 2, la condition de transversalité de 
l'extension à k-jets de f à l'orbite moyenne en 0 s'énonce ainsi: 
toute variation &« du germe d'application en O admet un développe- 
ment 


(Tr a(z)= —35ÈR(x)+2L E+R(f(x)) mod mit'0, 


où À (0) = 0. 
Quant à la condition d'inf-stabilité, elle implique l'existence 
du développement 


(IS) a(x)= — SL (x)+k(f (2) 


sans la restriction k (0) = 0. 

On déduit le développement (Tr) de (IS) en isolant dans le 
terme constant ; la stabilité infinitésimale entraîne donc la trans- 
versalité pour # quelconque. Réciproquement, supposons que (Tr) 
ait lieu pour un À > n. Alors (Tr) a lieu aussi pour À = n. Par consé- 
quent, f est un PVIS-germe. D'après le lemme 3 du n° 7.1, f est un 
VIS-germe, donc aussi un IS-germe (n° 6.6). 

Le théorème est démontré. 


7.3. Démonstration de la stabilité. Soitf : (R”, 0) — (R", 0) 
un germe jinf-stable. 


Théorème de la stabilité (Mather). Le germe f est stable. 

Démonstration. Fixons un représentant f: U— R" 
de f et considérons une application suffisamment proche (ainsi que 
ses n + 2 dérivées) j: U —+ R". D'après le théorème du n° 7.2, 
l'extension à n + 1-jets de l'application f est transversale à la 
grande orbite du n + 1-jet de f en 0. Par conséquent, l’extension 
à n + 4-jets de l'application f est transversale à cette grande orbite 
en un point proche du r + 1-jet de f en 0 (fig. 43). 


Ainsi donc, le n + 1-jet de l'application } en un certain point Ô 
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proche de 0 est situé dans la grande orbite du n + 1-jet de f en 0. 


Montrons que le germe d'application Î en Ô est RL-équivalent au 
germe d'application f en 0. En effet, d’après la définition de la grande 


orbite, les r + 1-jets de fen Oet de f 


Fer j'y en Ô sont RL-équivalents, i.e. on trouve 
des changements de coordonnées dans 


R”' et dans R'" par lesquels le germe 7 


enOse transforme en un germe g en Ù 
dont le nr #<+1-jet est identique au 
n + 1-jet de f en 0. D’après le théorème 
du n° 7.1, le n + 1-jet de f en O0 est 
suffisant. Par conséquent, les germes }j 
Fig. 43 et g en 0 sont RL-équivalents. Il s'ensuit 


que les germes f en 0 et f en 0 sont RL- 
équivalents, ce qui démontre le théorème. 

Exemple. La fronce de Whitney est inf-stable (n° 6.6, p. 108), 
donc aussi stable. 

Problème. Démontrer la stabilité du germe de l'application de 
Whitney généralisée 21": (R", 0) — (R", 0) (n° 2.5, p. 42) et des 
germes elliptique et hyperbolique d'applications Z°?: (R4, 0) — 
—+ (R°, 0) (n° 3.6, p. 59). 


0 R”7 


$ 8. Déploiements versels 


Dans l'étude de toutes les singularités possibles, le cas le plus 
intéressant est généralement celui des singularités génériques, car 
toute singularité plus compliquée peut être supprimée par une petite 
déformation. Par exemple, une fonction générique n’a que des points 
critiques non dégénérés ; un point critique dégénéré, tel que celui 
de la fonction z°, se décompose en points non dégénérés par une dé- 
formation arbitrairement petite x° — ex. 

Or, dans bien des cas, on n’envisage pas un objet isolé mais toute 
une famille d'objets dépendant d’un ou de plusieurs paramètres. 
Il arrive qu'une singularité dégénérée, étant supprimable pour toute 
valeur fixée des paramètres, cesse de l’être pour la totalité de la 
famille: quand on fait « bouger » la famille, des singularités dégé- 
nérées y apparaissent pour des valeurs des paramètres légèrement 
différentes des valeurs initiales. Considérons par exemple une famille 
de fonctions z° + tr dépendant du paramètre t. Pour t = 0 la fonc- 
tion de la famille admet un point critique dégénéré ; toute famille 
proche admettra nécessairement un point critique dégénéré pour une 
valeur du paramètre proche de 0, bien qu’on puisse, pour toute 
valeur fixée du paramètre, faire disparaître le point dégénéré en 
faisant bouger la fonction. 
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Ainsi donc, les singularités non génériques cessent d’être suppri- 
mables dès que l’on passe de l'étude d’un objet isolé à celle d’une 
famille d'objets. Il est alors naturel de considérer la famille dans 
laquelle la singularité dégénérée devient non supprimable plutôt 
que la singularité elle-même, en observant la décomposition (bifurca- 
tion) de la singularité lors d’une variation des paramètres de la famille. 

La famille considérée localement (au voisinage de valeurs fixées 
des paramètres) s’appelle déploiement de l'objet qui répond à ces 
valeurs des paramètres. Il se trouve que, 
dans bien des cas, on peut réduire 
l’étude de l’ensemble des déploiements à 
celle d'un déploiement unique, qui est 
le plus grand (dans un sens à préciser) 
et qui donne naissance à tous les autres. 
Un tel déploiement est dit versel. 

La notion de déploiement versel a 
une grande importance en mathémati- 
ques et est largement utilisée. À titre 
d'exemple, considérons la réduction à la 
forme normale d’une matrice d’opérateur 
linéaire. La forme normale de Jordan est instable, en ce sens qu’en 
faisant bouger l'opérateur, la forme normale change brusquement, 
en même temps que la transformation réductrice. Le déploiement 
versel d’une matrice est une forme normale à laquelle on peut réduire 
non seulement la matrice en question mais toute une famille de ma- 
trices proches, par une transformation qui dépend différentiablement 
des paramètres (voir [10], [24], où sont donnés sous forme explicite 
les déploiements versels des matrices et leurs applications à la théorie 
des bifurcations des portraits de phases de systèmes dynamiques). 

Les théorèmes qui vont suivre permettent de chercher sous forme 
explicite les déploiements versels des singularités dégénérées d’appli- 
cations différentiables. 


Fig. 44 


8.1. Définition du déploiement versel. Plaçons-nous pour com- 
mencer dans un espace de dimension finie. Soient G un groupe de Lie 
opérant sur une variété M, et f un point de M. On appelle déploiement 
de f le germe d'une application différentiable F d’une variété A 
(dite rc du déploiement) dans W au point 0 de A, où F (0) = f 
(fig. 44). 

Considérons deux déploiements F, F” de même base A d’un même 
point f. On dit que F et F” sont équivalents s'ils se laissent réduire 
l’un à l’autre par l’action d’un élément g (À), du groupe G, dépendant 
différentiablement d'un élément À € À, i.e. si 


FH=snFrE, 


où g est le déploiement de l’élément neutre du groupe. 
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Soit æ: (A”, 0) + (A, 0) une application différentiable. On 
appelle déploiement induit de F par @ un déploiement p*F du point f 
de base A” tel que 


(p*F) 4”) = F (p (Q)). 


On dit que F est un déploiement versel de f si tout déploiement de f 
s'avère équivalent à un déploiement induit de F. 

Un déploiement versel est dit miniversel si la dimension de la 
base est minimale. On démontre sans peine le 


Théorème. Toute transversale minimale en f à l'orbite Gf de f dans 
M est un déploiement miniversel de f. 

Démonstration. Fixons une minitransversale F: (A, 0) — 
— (M, f) et menons par le point neutre du groupe une transver- 
sale X au stabilisateur A, de f. L'action du groupe G définit 
un germe d'application différentiable &«: X X F (A) + M en (e, 0): 
c’est le germe de difféomorphisme (x (g, m) = gm, gEK, 
m€F(A), fig. 44). 

Soit F’: (A’, 0) + (M, f) un déploiement quelconque du point f. 
Introduisons les notations a@1(F’ (4’)) = (B(4’), YA) EX x 
X F(A), F5'y = @: (A, 0)—+ (A, 0). Alors F’(4') = B (À') x 
X F (@ (4’)), ce qu’il fallait démontrer. 


Notre but est d'étendre ces constructions au cas où M est un espace 
fonctionnel d'applications différentiables et G un groupe de trans- 
formations de dimension infinie (fait de changements de variables 
indépendantes ou dépendantes, de multiplications par des fonctions, 
d’additions de fonctions, etc.). En parlant d’un déploiement 
versel, on doit indiquer chaque fois de quelle action (i.e. de quelles 
transformations permises) ou de quelle équivalence il s’agit. 

Considérons par exemple le cas d'équivalence à droite de fonctions. 

Soit f: (R”, 0) + R un germe de fonction différentiable. On 
appelle déploiement de f de base À = R' le germe en O d'une appli- 
cation différentiable F: (R" X R', 0) —R telle que F (x, 0) = 
= f(x). Un déploiement F” est équivalent (à droite) au déploie- 
ment F si 

Fe h)=F(e(s à), à), 


où g:(R" X R!, 0)—>(R", 0) est un germe différentiable, 
g(x, 0) = zx. On dit que F” est induit de F si 


FGN)=F(z q (4), 


où p: (R!°, 0) —+ (R!, 0) est un germe différentiable. 
Ainsi donc, un déploiement F du germe f est versel (à droite, ou 
R-versel) si tout déploiement F” de f se laisse mettre sous la forme 


FE N)= FER, 1), pA)), gx, 0)=z, p(0) =0. (1) 
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Problème 1. Montrer que la déformation z° + À du germe x*° 
en O0 est un déploiement R-versel. 


Problème 2. Montrer que le germe de la fonction f (r)}= 0 n'admet 
aucun déploiement RÀ-versel de dimension finie. 
Dans le cas d’une RL-équivalence, la relation (1) devient 


Fa, l)=k(F(g(zx, À), p ()), À”), (2} 
où g(x, 0)= zx, k (y, 0) = y, p (0) = 0. 


Problème 3. Montrer que la déformation à O paramètres z° du 
germe z° est un déploiement RL-versel. 


Deux déploiements F, F” d'un même germe f sont V-équivalents 
(cf. n° 6.5) si 
F' (x, )=M(z D) F(gi(x, À), À). 


Dans le même ordre d’idées, un déploiement F du germe f est 
V-versel si tout déploiement de f se laisse mettre sous la forme 


FG\)=M( 1)F(&(x, l), p (4), (3) 
où la matrice M (0, 0) est non dégénérée, g (x, 0) = x, y (0) = 0. 


Problème 4. Montrer que la déformation z° + À du germe zx° 
est un déploiement V-versel. 


8.2. Versalité infinitésimale. Le théorème du n° 8.1 exprime 
que la condition de versalité est vérifiée chaque fois que l’espace des 
vitesses du déploiement est transversal à l'orbite de l’action du 
groupe. Un théorème analogue reste vrai dans les espaces de dimen- 
sion infinie qui nous intéressent. 

Soit donné un groupe de transformations permises: difféomor- 
phismes à droite ou à gauche, etc. 


Définition. On appelle espace tangent à l'orbite du germe f l’espace 
vectoriel des vitesses de variation de f sous l’action des familles à un 
paramètre des transformations permises. 


Remarque. Cette définition diffère de la définition habituelle 
en ce sens que le groupe en question n’opère en général pas sur l’es- 
pace considéré des germes en un point (car on admet des déplace- 
ments de l’origine dans le groupe). 


Exemple 1. L'espace tangent à la R-orbite (orbite de l’action des 
changements à droite) du germe de l'application f: (R", 0) — R'" 
est un À.,-module de fonctions qu'on peut mettre sous la forme 

m 
Ô 
D (2) (9 


(cf. n° 6.6). 
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Exemple 2. L'espace tangent à la RL-orbite du même germe se 
compose de toutes les variations de f telles que 


3 CALTEELTIO) 


{cf. n° 6.6). Cet espace vectoriel est un AÀ,-module mais non un 
A,-module. 


Exemple 3. L'espace tangent à la V-orbite du même germe se 
compose de toutes les variations de f telles que 


2 (55) he) + Di f(x) k3 (x) 


im! 
{cf. n° 8.1 et n° 6.6). C'est un À.,-module. 


Soit F un déploiement du germe f de base À, et soient À,, ..., À 
des coordonnées sur la base, À (0) = 0. On appelle vitesses initiales du 
déploiement F les germes 


r __- ôF (zx, À, ... À)  _ 
Fee Ep), int, L 


Exemple. Soit F(x, À) = + Az + À un déploiement du 
germe f (x) = x° en 0. Les vitesses initiales de ce déploiement sont 
F, = TZ, F; = 1: 


Définition. Un déploiement F d'un germe f est dit infinitésimale- 
ment versel, ou inf-versel, si ses vitesses initiales engendrent, avec 


l'espace tangent à l’orbite de f, l’espace vectoriel tout entier des 
variations de f. 


Exemple. Le déploiement F (x, À) = z° + Ar + À du germe 
{ (x) = z° en O0 est un déploiement inf-versel à droite. En effet, l’es- 
pace tangent à l'orbite des changements à droite est m£ (la totalité 
des germes de la forme 3x?-h (x), où h est un germe différentiable). 
Or, tout germe de fonction différentiable en 0 se laisse mettre sous 
la forme @ (x) = 3x°h (x) + ct + ce:1. 

Théorème. Les conditions de versalité infinitésimale d'un déploie- 
ment F d'un germe f: (R", 0) — (R", 0) pour l’équivalence à droite, 
l'équivalence à gauche et à droite et la V-équivalence consistent en ce 
que toute variation « de f admet les représentations 


m 


l 
a (x) = Y» Lu (x) + » F, (x) (R-versalité); 


ii i=1 


$ 8] DÉPLOIEMENTS VERSELS 123 


m l 

«(= Y» hi (2)+k(f (2) + D ci (x) (RL-versalité): 
Îm ; im | 
mn n l 

a(r)= À Fu (x)+ D fa k;(x) + DS F,(x) (V-versalité). 
{mi j=i im 1 


Pour démontrer ce théorème, il suffit de faire la dérivation des 
définitions de la versalité (1), (2), (3) du n° 8.1. On montre par là 
même que tout déploiement versel est inf-versel. 


Exemple. La déformation x° + Àxr du germe x° en 0 est un dé- 
ploiement infinitésimalement RL-versel sans être infinitésimalement 
R- ni V-versel. 


8.3. Théorème de la versalité. Pour chaque cas d'équivalence 
(R-, RL- et V-) on a le 


Théorème. Tout déploiement inf-versel est versel. 


Exemple. Comme déploiement R-versel d’un germe d’application 
différentiable f, on peut prendre le déploiement F (x, À) = f (x) + 
+ Me (x) + ... + Aue,(x), où les germes des fonctions e, en 0 
définissent une base d'espace vectoriel 


Q;= Rx, ..., zml}/(0f/0x1, . . ., Of/0r»). 


En particulier, la déformation x° + À,r + À, du germe z° en 0 
est un déploiement R-versel. 

Puisque la démonstration reste à peu près la même pour tous les 
trois cas, nous nous bornons à considérer le cas de la V-équivalence. 
Le théorème de la V-versalité en cas analytique appartient à G. Tyu- 
rina {281}, qui a étudié d’ailleurs aussi un problème plus général 
sur des déploiements de bases non différentiables *). 

La démonstration qui suit est due à J. Martinet [203]. Elle est 
fondée sur la construction suivante. 


*) Le théorème de versalité pour les intersections complètes de dimension 
nulle est en fait déjà contenu dans la thèse de H. Poincaré Sur les propriétés 
des fonctions définies par les équations aux différences partielles [246]. Le lemme IV 
qu'on trouve à la page 14 de la Thèse (entré plus tard au p. 33, t. I, de ses Nou- 
velles méthodes de mécanique céleste) affirme, en termes des mathématiques d'’au- 
jourd’hui, aussi bien la V-détermination finie que l'existence de la déformation 
V-verselle paramétrique finie des germes d'intersections complètes holomorphes 
de dimension nulle. (ÉRIRERES prouve même plus, puisqu'il n'utilise pas de 
difféomorphismes à droite.) 
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Soit F un déploiement infinitésimalement V-versel d’un germe f, 
et soit ® un déploiement {Â-paramétrique quelconque du germe F: 


Dr, À,0)=F(x, À), F(x, 0)=f(x), 
DO: (R"XRIXR, 0) + (R’, 0). 


On peut assimiler O à un déploiement (7 + 1)-paramétrique du 
germe f d’une fonction de zx € R" aux paramètres AE R!',uER. 


Lemme (de la réduction). Le déploiement D du germe f est V-équi- 
valent à un déploiement induit de F. 

Démonstration du lemme. Construisons un germe 
de champ de vecteurs v au point 0 de l'espace (x, À, u), tel que 


) == Ô 0 

1) v= HER 0) + Ha À u) LE; 

2) vO = AO, où À est un germe de fonction matricielle diffé- 
rentiable de x, À, u. 

D'après 1), les trajectoires d’un tel champ sont transversales 
à l’hyperplan u = 0 et définissent au voisinage de 0 un fibré diffé- 
rentiable d’un espace de dimension m + ! + 4 au-dessus d’un espace 
de dimension m + /. On peut décrire ce fibré comme suit. Associons 
à chaque point de (x, À, u) l'intersection de la trajectoire passant 
par ce point avec le plan u = 0. Désignons les z- et À-coordonnées 
du point d'intersection par g et ®. Conformément à la condition 1), 
le fibré construit s'écrit sous la forme (x, À, u) ++ (g (x, À, u), 
p (4, u)). De la condition 2) on voit que g définit la V-équivalence 
de D à un déploiement induit de F par @ (la matrice nécessaire 7 
s'obtient en intégrant l'équation linéaire de second membre À sui- 
vant les trajectoires). 

Il ne reste donc, pour démontrer le lemme, qu’à construire un 
champ v possédant les propriétés 1) et 2). Autrement dit, il faut que 
l'équation HN Re 


FE, a) + = H (x, à, u)=A(zx, À, u)O(x, À, u) 
soit résoluble par : aux inconnues €, }H, À. 


Toute variation & de f admet un développement qui confirme la 
V-versalité infinitésimale : 


I 
Ô e 
a(r=Lh(n—a(r)f(n+5 FE, BER. 
jun 
Par conséquent, toute variation & (x, À, u) du germe de © admet un 
développement 


&(z, À, u) = h(2—a(2D+S  E+ 
Me (x, À, u)+ 3 Max, À, u)l. 
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Développons de cette manière «, et «; et portons les développe- 
ments obtenus daus cette formule. Nous obtiendrons un développe- 
ment amélioré dans lequel le résidu entre crochets sera déjà un petit 
d'ordre 2 en x et À : en revanche, au lieu des coefficients h (x), a (x) 
et Ë nous aurons des fonctions linéaires non homogènes de À et 
de u. 

Au bout d’un nombre infini d'améliorations du type décrit, nous 
aurons abouti à un développement 


(x, A u)= 2 H(z, À, u)—A(x À u)O+ TE, u) (+) 


au niveau des séries formelles. 

Le théorème de préparation (voir n° 6.6, p. 108) montre que le 
développement (+) existe tant pour les séries convergentes que pour 
le cas C® [ce théorème doit être appliqué à 1l’A4,.;,,-module 
(A. x u) /{0D/0x;, Die}, à l'application (x, À, u) ++ (à, u) et 
aux générateurs HD/ORf. Le développement (x) de &« — —0®/ôu 
fournit la solution cherchée de l'équation homologique. Le lemme 
est démontré. 

Démonstration du théorème. Soient F” un dé- 
ploiement (arbitraire) d’un germe f de paramètre 2” € R',et F un 
déploiement infinitésimalement versel de f de paramètre À € R!. 


Faisons leur «somme», i.e. un déploiement Ê (x, À, À) = 
= F(z, À) + F'(x, \')— f(x) de paramètre (À, À”) de dimension 
I+r. 


Pour À’ = 0 le déploiement F se réduit à F, et pour À = 0, 
à F'. Le plongement d’une sous-variété dans la base du déploiement 
induit un déploiement de base la sous-variété plongée ; le déploiement 
initial (de base plus grande) sera appelé extension du déploiement de 
base plus petite. Remarquons que l'extension d'un déploiement inf- 
versel est inf-verselle (car l'ensemble des vitesses initiales ne fait 
qu’augmenter par une extension). Considérons à présent une suite de 


sous-espaces emboîtés RS RS ...c R‘*! dont le premier 
est la base de F et le dernier, celle de Ê. Les restrictions de À à ces 
sous-espaces sont inf-stables. Par applications successives du lemme 
de la réduction, on montre que le déploiement F est équivalent à un 


déploiement induit de F. Or, le déploiement F” est induit de F, donc 
F' est équivalent lui aussi à un déploiement induit de F. Le théorème 
de la versalité est démontré. 
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8.4. Remarques sur le théorème de la versalité. 


Remarque 1. Dans le cas de l’équivalence à gauche et à droite, 
on est amené à chercher, au lieu du développement (+) du n° 8.3, 
un développement de la forme 


œ(z, À, u)= 7 H(x, À, u)+K(®, à, u)+-E(, u). (++) 
Commençons par le développement de la versalité infinitésimale 
a(x)= LL h(z)+k(f(2))+ D FE. 

De ce développement nous déduisons 


az, À, u)= 2 h(x)+k(D(z, À, u))+ 
RSR Ep" Es umo (x, À: u)+ À Aa (x, À, u) |. 


En développant «, et «x; de la même manière et en portant leurs 
développements dans cette formule, nous augmentons l’ordre en u 
et À du terme résiduel, auquel cas k (x) se transforme en H (zx, À, u), 
k (y) en K (y, À, u) et E en E(X, u). 


[ Le théorème de préparation sera appliqué ici à l’4,,1,,-module 
(4... nn Se Hz. à, u)+K(®(x, À, u), Au}, à l'application 
(y, À, u) ++ (à, u) et aux générateurs ôD/ 0h. | 


Remarque 2. Si le germe considéré f est inf-stable, on peut prendre 
comme son déploiement versel sa déformation 0-paramétrique qui 
se réduit à f lui-même. Le théorème de la versalité exprime donc que 
toute déformation d'un germe inf-stable est triviale: l'application 
déformée admet en un certain point un germe équivalent au germe 
non déformé. 

Malheureusement, déduire de cette stabilité par déformation (tri- 
vialité de toute déformation) la stabilité tout court n'est pas une 
entreprise facile. 

Soit {fs} une famille différentiable reliant une application fo 
et une application f, proche de f,. Si le germe de f, en 0 est stable 
par déformation, l'application f, admet en un point proche de O0, 
pour t petit, un germe équivalent à celui de f, en 0. Or, même si f, 
est proche de fo, il n’est pas évident que les applications f, conser- 
vent cette propriété jusqu’à £{ = 1. En réalité, la stabilité par défor- 
mation (DS), la stabilité infinitésimale (IS) et la stabilité tout court 
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(S) sont équivalentes: nous venons de démontrer l'implication 
IS = DS, et l’implication IS = S a été démontrée au $ 7. La réci- 
proque est plus facile à démontrer mais dénuée d'intérêt (en effet, 
comment pourrait-on savoir qu'un germe est stable?). 


Remarque 3. De même que la stabilité par déformation équivaut 
à la stabilité tout court, la versalité d’un déploiement est équi- 
valente à une propriété plus forte de stabilité du déploiement: pour 
tout représentant F: (U, 0) — (R", 0) d’un germe F il existe un 
voisinage Æ de ce représentant dans l’espace des applications diffé- 
rentiables de Ü tel que pour toute application F”': U—+ R" de E 
il existe un point 0’ en lequel le germe 7” définit un déploiement 
équivalent à celui de F en 0 d’un germe f’ équivalent à f. 

Il y a plus: si l’application F” dans U est suffisamment proche 
de F, le point 0” peut être aussi proche de 0 que l’on veut et l’équi- 
valence peut être aussi proche que l’on veut de l'identité. 

La stabilité du déploiement versel se démontre comme le théorè- 
me de la stabilité ordinaire du $ 7, quitte à remarquer que la ver- 
salité d'une famille est équivalente à la transversalité à l'orbite 
dans un espace de jets convenable. 


8.5. Unicité du déploiement versel. 


Théorème. Tout déploiement versel l-paramétrique d'un germe f est 
équivalent à un déploiement induit de tout autre déploiement versel à 
l paramètres par une application difféomorphe des bases. 

Montrons-le pour la V-versalité, car nous aurons besoin de ce cas 
ultérieurement. 

Soit / la dimension minimale de la base du déploiement V-versel, 
i.e. dimension de l’espace vectoriel 


T=(4)/ {5 lies}. 


Désignons par x la projection de l’espace des variations (4,)" sur T. 
Pour qu’un déploiement /-paramétrique F soit versel, il faut et 


il suffit que T soit engendré par L vecteurs nr. 
Un déploiement quelconque F” du germe f est équivalent à un 
déploiement induit du déploiement versel, i.e. 


FGhD=M(z À) F(e (x À), pQ)), 
8, 0)=z, p(0)=0, Mix, 0)f(:) = f(x). 


Dérivons par rapport à À, en 0. Il vient 


. e d C2 oF e e dz 
êi= Vif +M (2, 0 mt Ms 0 ln (=) .). 
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Remarquons que, puisque F”’ (x, 0) = : (x, 0) = f(x), on a 
0M (zx, 0 
+ M (x, 0) Le 1. 


0x; 
Par conséquent, M . 0) ns appartient à l’A.-module {f/ôz, fie;}. 
Donc 


nFi=n (M (x, D) KA : 


Si les ! vecteurs p;, étaient dépendants, les ! vecteurs x#; seraient 
dépendants eux aussi, ce qui est contradictoire avec la versalité 
de F”’. Donc les y sont des difféomorphismes. Cela démontre notre 
proposition pour les déploiements miniversels. 

Si le nombre de paramètres de F” est supérieur au minimal, le 
raisonnement ci-dessus montre que le déploiement F” est équivalent 
à un déploiement induit du déploiement miniversel /-paramétrique 
par l'application des bases de rang L. 

Tous les déploiements F” ainsi obtenus à un nombre de paramè- 
tres fixé se laissent réduire facilement l’un à l’autre par des difféo- 
morphismes de la base et par des équivalences. 


8.6. Déploiements des germes équivalents. 


Théorème. Deux déploiements versels F, F' ayant même nombre | de 
paramètres de deux germes V-équivalents f, f°: (R", 0) — (R", 0) 
sont V-équivalents au sens suivant : il existe un nie de difféomorphisme 
H: (RT X R',0)—+(R" x R!, 0) de la forme (x, À) > (k(x, À), 
p (À)) et un germe de matrice inversible M: R" X R! — GL(R') 
en 0, tels que 


Fa = M(z À) F(k(x, à), o Q)). 


Démonstration. Par définition f'(x) = M (x) f (g (x)). 
La même « transformation (M, g)» appliquée au déploiement ver- 
sel F de f nous donne un déploiement /-paramétrique F” du germe f", 
à savoir F"(x, À) = M (x) F (g(x), À). Le déploiement F° de f’ 
est versel, parce que le déploiement F de f l’est (car la transforma- 
tion (A7, g) envoie les déploiements de f équivalents à des déploie- 
ments induits de F sur des déploiements de f’ équivalents à des dé- 
ploiements induits de F”) *). D’après le théorème du n° 8.5, le 
déploiement F” est équivalent à un déploiement induit de F” par 
un difféomorphisme, à savoir F'(z, À) = M'(x, À) F'(£g’ (x, À), 
? (À)). Remplaçant F” par sa définition, nous obtenons le développe- 
ment cherché. 


*) Il en découle en particulier que les bases des déploiements miniversels 
de deux germes V-équivalents ont même dimension. 
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$ 9. Classification des germes stables suivant les génotypes 


Nous démontrerons un théorème de Mather qui réduit la classi- 
fication des germes R£L-stables à la V-classification des germes 
d'applications d'espaces de dimension plus petite (cf. [205]). 


9.1. Les germes RL-stables V-équivalents sont RL-équivalents. 
Soit f: (R7, 0) —+ (R", 0) un germe d’application différentiable. 
Considérons son déploiement n#-paramétrique 


Ft h=f(z)—X, RER. 


L'ensemble des zéros de ce déploiement (i.e. F-1 (0) R" x R') 
est le graphe de f. On a évidemment le 


Théorème. Le déploiement F est V-versel si et seulement si le germe 
f est RL-stable. 

Démonstration. Pour que le germe f soit (infinitésimale- 
ment) RL-stable, il faut que toute variation & de f admette un dé- 
veloppement (voir $ 7) 


a(x) = h (2) + D fi (x) (2) + D crer. 


où €, - - -, €, forment une base dans R". Or, les vitesses initiales 
de F sont précisément égales aux —e,, aussi la condition de V-ver- 
salité (infinitésimale) du déploiement F de f implique-t-elle l’exis- 
tence d’un développement identique (n° 8.2). Le théorème est dé- 
montré. 


Théorème. Soient f et f: (R", 0) —+ (R", 0) deux germes RL-sta- 
bles V-équivalents. À lors f et f” sont RL-équivalents. 

Démonstration. Faisons des déploiements  versels 
F(z, })=f(x)—à, F'(x,. À)= f(x) — À. D'après le théorème 
du n° 8.6, il existe un difféomorphisme local FH de l’espace {(x, À)} 
contenant le graphe de f sur un espace contenant le graphe de f, 
difféomorphisme fibré au-dessus de l’espace des valeurs R" (i.e. 
un difféomorphisme qui fait revenir la famille de plans ? = Cte 
à elle-même) et envoyant le graphe de f sur le graphe de f’. C’est 
justement À qui induit les difféomorphismes des espaces sources et 
buts transformant f en f (le difféomorphisme des espaces sources 
se déduit de celui des graphes en remplaçant les points (x, f (x)) 
et (x’, f (x’)) des graphes par leurs projections x et x” respective- 
ment). 


9.2. Classification des germes stables suivant leurs idéaux. Soit 
f: (R”", 0) + (R", 0) un germe d'application différentiable. L'’al- 
gèbre R-locale Q (f) de f se définit par la suite exacte 
0/7; —A,—+Q(f)—+0 (1) 
9—0465 
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dans laquelle 7, est l’idéal défini par les composantes de f dans 
l'algèbre des germes de fonctions (ou de séries) de x. 
Si f” est un germe V-équivalent à f, les suites exactes correspon- 


dant à f et f’ sont équivalentes, i.e. on a le diagramme commutatit 


07, —A,—Q(f}—0 


Ÿ + À} (2) 
O1, +A,—+Q(f)—>0 


dans lequel les flèches verticales figurent les isomorphismes des 
R-algèbres. Les résultats du n° 9.1 s’énoncent alors sous forme équi- 


valente : 


Théorème. La classe de RL-équivalence d'un germe RL-stable f se 
définit de façon unique par l'idéal I; aux équivalences (2) près des sui- 
tes (1). 


Remarque. Puisque tout germe stable est x — 1-déterminé, il se 
définit même par la classe de 7; mod m<'°. Cette forme plus forte du 
théorème devient essentielle quand m >> n, car dans ce cas le R-espace 
Q (f) est de dimension infinie et Q,4, (f) = A,/(1; + mz**) est de 
dimension finie. On montre de mème qu'un germe stable f se définit 
par /; mod m°’°, où r est le rang de la différentielle de f en 0. On 
peut faire mieux et montrer que la classe de RL-équivalence d’un 
germe RL-stable f: (R”, 0) — (R", 0) se définit par m, n et par 
la R-algèbre locale Q,+2 (f) elle-même à l’isomorphisme des R-algè- 
bres près et non seulement aux équivalences (2) près. Voir la démons- 
tration par exemple dans [205], [203]. 


9.3. Construction des germes stables. On se demande si toute 
R-algèbre locale Q de dimension finie peut se présenter comme 
n+1 () pour un germe stable f? La réponse est affirmative. 
Soit p: (R°, 0) — (R', 0) un germe d'application différentiable 
possédant un déploiement V-versel de dimension finie *). Cela re- 
vient à supposer que l’espace quotient 


T = AS ques} 


soit de dimension finie. Supposons en outre que la dérivée de œ 
en 0 soit nulle. On peut alors prendre pour base de T, t images de 
vecteurs de base e,; plus r images d’un nombre fini de « colonnes » 
Œys + - -, & S'annulant en 0 (on peut même prendre toujours comme 


a; des colonnes monûômes). 


*) s pour source et t pour but (target en anglais), 
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Définition. On appelle suspension de @ le germe d'application 
f:(R°X R7, 0) —+ (R! X KR’, 0), (x, À) (y. 2), défini par 


_ S 
= p(a)+ À Ann (a) . 


2 = À. 
Le germe œ est alors le génotype de f. 


Exemple. Soient s = t = 1, et soit le génotype (x) = x“. 
L'espace quotient R [[x]]/{3zx°, x°} est engendré par les images des 
colonnes de hauteur 1 e, = 1, &«, = x. Par conséquent, la suspension 
se définit par y = z° + Àx, z = À. En construisant la suspension du 
génotype 1° en O, nous avons donc obtenu un germe d'application de 
Whitney au point fronce. 


Problème. Construire les suspensions des génotypes p+: (R°, 0) + 
—+ (R°, 0), où qi = 25 + 23, Ps = Trtoe 


Théorème. La suspension est stable, et sa R-algèbre locale est 
isomorphe à la R-algèbre de son génotype: Q (f) = Q (p), Q: (f) = 
& Qn (y). 


9.4. Démonstration du théorème sur la suspension. Calculons 
la R-algèbre Q (f): 
R [lx, AÏ/ {qu + D Anar An) & R [lx]]/{qi}. 


Montrons maintenant que f est infinitésimalement YV-stable. Il 
s’agit de résoudre, pour toute colonne de variations (ôy, ôz) de hau- 
teur £{ + r de fonctions de x et À, l’équation 


ë k (° (p+ Z Mo)/or : (+ 2 CEE Je) 


re #4 |+() 


P Ep. 


par rapport aux colonnes À, g:, & de fonctions de z et À et à la co- 
lonne numérique c. 


On peut annuler tous les termes en À par un choix judicieux de £. 
I1 suffit donc de résoudre, pour toute colonne de variations (ôy, 6z) 
dépendant de z seulement, l'équation 


a) (0 5), 3e oi )+ (2) 
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par rapport aux colonnes h, g, de fonctions de x et à la colonne numé- 
rique c. Mettons cette équation sous la forme d’un système 


ôy = (dp/x) h, + ah +2 PiE, à + Cu 


ê=h+ 2 Pi£i. 2 + Ca 


Portant dans la première équation l'expression de », déduite de la 
seconde, nous obtenons une équation par rapport à h,, g; et c: 


êy— az = (09/82) ki + 2 Pi (Bi, 1 — GBu, ») + (cy — cs). 


Posons gi; — 0. Remarquons que la colonne c, est la combinaison 
linéaire numérique générale des t vecteurs de base e,, et la colonne 
ac. celle des r colonnes choisies &,. Or, les images de tous les e; 
et «;, engendrent T. Cela signifie que les équations de la forme f — 
— (0p/0x) h; + DE Pig: + (ce, — œc,) sont résolubles par rapport à h, 
gi et c. Notre équation est donc bien résoluble. Par conséquent, le 
germe f est infinitésimalement V-stable, donc aussi stable ($ 7). 


9.5. La préforme normale. Soit f: (R”, 0) — (R”, 0) un germe 
d'application différentiable, et soit r le rang de sa différentielle en 0. 
Soient s = m—rett = n — r les corangs dans la source et dans 
le but respectivement. 


Proposition. On peut introduire des coordonnées dans la source et 
dans le but de telle façon que f soit défini par 


y—=® (x. À), (x, À) € (R° À R'=R"”), 
z= À, (y, :)E(R°XR'=R"), 
où œ est petit d'au moins ordre 2 en O: œ@ (0, 0) = 0, d (0, 0) = 0. 


(4) 


Remarque. Autrement dit, une application f de rang non nul se 
laisse représenter localement par une famille d’applications d'es- 
paces de dimension plus petite ; la dimension de l’espace des para- 
mètres est égale au rang, et celles des espaces mentionnés de dimen- 
sions plus petites, aux corangs. On dit aussi que f est le développement 


de @: (R:°, 0) —+ (R', 0), œ (r) = œ (x, 0), p étant le génotype de f. 

Démonstration. La proposition découle du théorème de 
la fonction implicite. En effet, l'image de la différentielle de f en 0 
est un sous-espace de dimension r de R". Soient z,, . .., z, des fonc- 
tions dans R'" qui définissent un système de coordonnées dans le 
sous-espace en question. L'application f transporte les fonctions zz 
dans l’espace source R”; désignons les fonctions transportées par 
Ar = f*z,. Les différentielles de ces r fonctions en 0 sont indépen- 
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dantes. On peut donc les compléter en un système de coordonnées 
dans l’espace source en ajoutant s coordonnées x;. De même, on peut 
compléter les fonctions z, en un système de coordonnées dans R” 
en choisissant des coordonnées y, de telle façon que leurs différen- 
tielles en 0 s’annulent sur l’image de la différentielle de f. Le sys- 
tème de coordonnées obtenu possède toutes les propriétés requises. 


Théorème (de la stabilité de la préforme normale). Le germe d’ap- 
plication (4)en O0 est RL-stable si et seulement si les images des vecteurs 


de base e, = d/0y, et des r colonnes px = 6p/8xlh\=0 engendrent l'es- 


pace vectoriel T = Ai] 3 ques} défini d'après le génotype p (x) = 


= p (x, 0). 

La formule (4) est une généralisation aux déploiements non liné- 
aires de la formule (3) où la dépendance des paramètres À était sup- 
posée linéaire. La stabilité du germe d’application (4) est étudiée 
de la même façon que pour la suspension. 

La démonstration ne diffère pas de celle du théorème de la sta- 
bilité de la suspension (n° 9.4). 


Définition. On appelle extension triviale p-paramétrique d'un 
germe f: (R”, 0) —+ (R", 0) le germe d'application 


F: (RT X RP, 0)—(R" X R°,0), F(z,u)= (f(x), u). 


Il est évident que la stabilité est conservée par l'extension tri- 
viale (elle ne peut ni disparaître ni apparaître). 


Théorème. Le germe RL-stable (4) est RL-équivalent à la suspension 


de son génotype œ® ou à une extension triviale de la suspension (si r + 
+t>dimT, alors l'extension est r + t — dim T-paramétrique). 
Démonstration. En effet, le germe de la suspension qui 
a subi une extension est RL-stable d'après les théorèmes des n° 9.3 
et 9.5. Il est V-équivalent au germe (4), car les deux germes défi- 
nissent des idéaux qui se confondent: /7,,1 = Lo. ne D'après le 


théorème 9.1, ces germes sont RL-équivalents. 


Ce théorème réduit la recherche des formes normales de germes 
stables (R°", 0) — (R", 0) au problème beaucoup plus simple de 
V-classification de leurs génotypes, i.e. des germes d'applications 
d'espaces de dimensions plus petites. En effet, la classe de RL-équi- 
valence de la suspension ne varie pas quand on remplace le géno- 


type p par un germe V-équivalent (théorèmes des n°5 9.1 et 9.3). 
Réciproquement, deux suspensions RL-équivalentes sont V-équi- 
a si bien que les génotypes correspondants sont V-équiva- 
ents. 
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9.6. Germes stables de corang 1. 


Théorème (Morin [222]). Un germe stable f: (R", 0) — (R", 0) 
dont les corangs sont égaux à 1 est RL-équivalent à une extension tri- 
viale du germe de la fronce de Whitney généralisée : 


y= a" AL LA, ZT, 
is 1 (ALn+ 1). 


Démonstration. Dans ce cas le génotype est fonction 


d’une variable. Soit * son ordre en 0. On met alors q facilement sous 
la forme xz*. D'après le théorème précédent, le germe f est équivalent 
au germe (ayant subi une extension triviale) de la suspension de z*. 
D'où l’on déduit l'inégalité k < n + 1 qui démontre le théorème. 


Théorème (Morin [222]). Un germe stable f: (R", 0) — (R", 0) 
de corang 1 dans la source est RL-équivalent à une extension triviale du 
germe du parapluie de Whitney généralisé: 


y=zt+ 0  +Aem 24... + nur, 


Ye = Do, QT Ho EH. + o pue 
Ut = À£. * . LP ide + .. +, h—1T. 
z= À t(k—1)Lm. 


Remarque. Dans les conditions du théorème, m< n,r = m — 1, 
t=n-r=n—-m+îi 


Exemple. Soient m = 2, nr = 3. Alors r = 1,t = 2, donc k = 2. 
D'où y, = z°, y: = Àx, z = À, ce qui nous donne un parapluie ordi- 
naire (cf. fig. 19). 


Démonstration. Dans le cas considéré le génotype 


p: (R, 0) + (R', 0) est une courbe gauche. Soit k l'ordre de 


en 0. Le premier terme non nul du développement taylorien de 
en O est de la forme ze, e 0. Orientons l’axe des y, dans R' pa- 


rallèlement à e. Les équations de @ s'’écriront sous la forme y, = 


= 2" (A + ...), y, = z'tlc, (i > 2). Un tel génotype est V-équi- 
valent à y, = 2", ye = ... — y, — 0. Construisons la suspension 


de ce génotype. Le module { SE . ques} est engendré par lescolonnes 


(z-te,, z'e,, .... x'es). Par One uen te la base dans T est formée 
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par les projections dans T des colonnes 
By Mers sed 0 es TO); sis ARPS dun TO sise le 
Cela nous conduit à la suspension énoncée dans le théorème. 
Le nombre de colonnes complémentaires de celles de base (e,, . .. 
. e,) est égal à t (À — 1) — 1. Il en découle que le rang de la 
suspension est égal à t (4 — 1) — 1. La dimension m de la source 


est d’une unité supérieure au rang. La condition de stabilité entraîne 
donc l'inégalité m > t (k — 1). Le théorème est démontré. 


Considérons maintenant les applications stables de corang 1 dans 
la source (t = 1). Dans ce cas le génotype @: (R°, 0) —+ (R, 0) 
est une fonction de s = m — n + 1 variables. 


Théorème (Morin [222]). Supposons que le génotype soit une fonc- 
tion de s variables dont le corang de la différentielle seconde en 0 est 1. 
Tout germe stable (R”, 0) — (R", 0) admettant un tel génotype est 
RL-équivalent à une extension triviale de la combinaison suivante des 
singularités de Whitney et de Morse: 


y=ri+hri Fete HÉHTt. + 
z=À (k<Ln +1). 


Exemple. Soient m = 3, n = 2, alors s = 2 et k# = 2 ou 3. Les 
formes normales correspondantes s’écriront 


y=r +, z2=h (k=2)et y=1 + + rt, z—= A (k = 3). 


On peut considérer ces formes normales comme définissant des mé- 
tamorphoses sur les familles de courbes de niveau de la fonction 


X) 


X; 


Fig. 45 


y (Z1, Ze) en cas de variation du paramètre 2. La métamorphose 
pour le cas # = 3 est montrée sur la figure 45. 


Démonstration. On démontre sans peine le 


Lemme. Dans les conditions du théorème, le génotype est V-équi- 
valent à la forme normale 
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Démonstration du lemme. Introduisons des coor- 
données sur la source de façon à mettre la différentielle seconde du 
génotype sous forme canonique. Il vient 


p=+ri+...+i+O(|x 


La restriction de @ à x; = 0 admet un point critique 0 non dégénéré. 
D'après le lemme de Morse (n° 6.2, p. 99), on peut choisir les coor- 
données de façon à avoir la restriction ++zxi + ...—+ 1x5. La fonc- 


tion peut être considérée comme un déploiement de paramètre zx, 
de cette fonction de Morse. Un déploiement R-versel de la fonction de 
Morse f est de la forme f + À, où À est une constante *). Par consé- 
quent, le génotype est R-équivalent à la fonction ri + ... 
... + 23 + + (z,). Soit k l’ordre depen 0. La fonction 1 est R-équi- 


valente à r?, d’où la proposition du lemme. 


En construisant la suspension de la forme normale obtenue du 
génotype, nous retrouvons les formules énoncées dans le théorème. 


Remarque. Dans les trois théorèmes précédents les symboles 
de Boardman des germes obtenus sont de la forme (1, ..., 1) pour 
les deux premiers et de la forme (m — n + 1, 1, ..., 1) pour le 
troisième. Dans ces cas la condition de stabilité se confond avec la 
condition de transversalité à la strate de Boardman correspondante 
(voir par exemple les travaux de Morin [222]). Donc les germes trans- 
versaux à ces strates de Boardman sont stables. De la formule du 
produit des corangs (n° 2.1, p. 26) on voit que pour les applications 
génériques (M, 0) + (N", O0) de m, n < 3 on ne rencontre que des 
strates de Boardman du type indiqué. Par conséquent, les théorè- 
mes démontrés ci-dessus établissent en particulier la classification 
de tous les germes d'applications génériques pour les dimensions 
inférieures à 4. Pour m — nr — 4 on voit apparaître en outre des 
germes de corang 2 de symbole de Boardman (2, 0). 


9.7. Germes stables d’applications d’espaces de dimension 4. 


Théorème. Un germe stable f: (Rf, 0) — (R£, 0) est équivalent 
soit au germe de la fronce de Whitney généralisée (ou peut-être à son 


*) Cette proposition, dite « lemme de Morse paramétrique », se démontre 
sans peine de façon directe, sans faire intervenir le théorème de la versalité 
mais en reprenant la démonstration du lemme de Morse. 
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extension triviale), soit à l’un des deux germes suivants: 
— 2 2 
YU: TT T;, + Lo: 
Ye = Lie + Mi + hote, 
Z: — À, 
22 = he. 


Démonstration. Le cas du corang 0 est trivial, et celui 
du corang 1 a été discuté au n° 9.6. Si le corang est égal à 2, le géno- 
type est une application plan sur plan. Considérons la partie quadra- 
tique du génotype. C’est une paire de formes quadratiques sur un 
plan. 


Lemme 1. Dans les conditions du théorème la partie quadratique 
du génotype se laisse mettre par une V-équivalence sous la forme 


Yi = TITI, Ye = Lite. (1) 

Démonstration. Transformons la famille linéaire géne- 
rique des formes quadratiques sur le plan, par des changements li- 
néaires de x et y, en 


C1 (Zi + 5) + Corte. 


Dans le cas des espaces de dimension 4, la variété des 1-jets de ger- 
mes de corang 2 est de codimension 4. Aussi la variété des jets de 
germes de corang 2 dont la partie quadratique 
du génotype (i.e. la différentielle quadratique 
du germe) définit une famille linéaire non géné- 
rique de formes est-elle de codimension su- 
périeure à 4. Par conséquent, l'orbite d’un tel 
germe est de codimension supérieure à 4, si bien 
que le germe ne peut pas être stable (voir n°7.2) *). 


P; 


WZ 


Lemme 2. Les deur germes du théorème sont CN 


RL-stables. Pi 
Démonstration. Calculons tout Fig. 46 

d’abord la R-algèbre Q du génotype (1). On le 

fait sans peine à l’aide du diagramme de New- 


ton (fig. 46). Sur ce diagramme un monôme zÂ!r}° est représenté 


par un point (p,, pP2). Considérons l'idéal engendré par les composan- 
tes du génotype. Il contient tous les monômes divisibles par x,x2. 
Les points représentatifs correspondants forment sur le diagramme 


*) I y a plus: d'après le théorème de la transversalité, une application 
générique de variétés de dimension 4 ne peut avoir aucun germe qui définisse 
une famille non générique de formes quadratiques. 
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un quadrant de sommet (1, 1) hachuré sur la figure. Au générateur 
z° + xi correspond le segment (2, 0)—(0, 2) du diagramme. Les 
extrémités de ce segment et de n'importe quel autre segment paral- 
lèle ayant ses sommets en des points entiers (p, > 0, p;: > Ü) cor- 
respondent à des monômes qui sont proportionnels modulo l'idéal. 
En déplaçant le segment sur le diagramme de telle façon que l'une 
de ses extrémités tombe dans la zone hachurée, nous constatons que 
l'idéal contient tous les monômes de degré égal ou supérieur à 3. 

En définitive, l'idéal {x° + x’, r,x:} = 1 dans 4, est de codi- 
mension 4 ; une R-base dans Q est formée par exemple par les clas- 
ses des quatre monômes 1, x;, Z:, ri. 


0 
. » . 7 > e 
Considérons maintenant un sous-module M =- (2, que} dans 
i 


{A.)°. Pour définir une R-base dans T — (4:}°] +. ques} . il suffit 


d'indiquer une R-base dans Q?/{p ôp/ôr;}, où p: (4,)?—+ 07? est 
une projection canonique. La base cherchée est formée par exemple 
par les projections des colonnes e,, e:, Ties, Too. 

En effet, considérons dans Q* la R-base formée par les projections 


de huit colonnes mie; (m; = 1, x, ze, x?). Les colonnes 6/07; 
sont (27;,, 22) et (+2re, z1). Exprimant m,; e; par des combinaisons 
fonctionnelles {ôç/ôx;} et des combinaisons numériques e,, €, T6, 
Zoe, (toutes sur Q), nous obtenons sans peine 


1 (22 Zola _ 1 (Er Ze» 
me = + Fe. Te EL 2 Pa à 


2x + 27 
xie, = = =) mod J?, re =7x, ( ) mod /°. 


T\ 
Il est évident que e,, &, rie, et ze, sont indépendants dans T (cela 
ressort par exemple du fait que codim Z°(R°, R°‘) — 4). 
Ainsi donc, les germes du théorème sont des suspensions des 
génotypes (1) et, à ce titre, sont stables. 


Lemme 3. Le germe en O de toute application plan sur plan admet- 
1ant la partie quadratique (1) est V-équivalent au germe de (1) en 0. 

Démonstration. En démontrant le lemme 2, nous avons 
vu que tous les monômes de degré 3 appartiennent à l’idéal engendré 
par ri + r°, Zi. Il s'ensuit que tout germe + de partie quadratique 
de la forme (1) admet une décomposition 1 = (£ — À (x)) q, où 
les éléments de la matrice À en 0 sont nuls. 

Par conséquent, 1 et @ sont V-équivalents, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

Le théorème découle des lemmes 1, 2. 3 et de la théorie géné- 
rale (n" 9.5). 
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Remarque. Nous avons montré en même temps que toute appli- 
cation de variétés de dimension 4 se laisse approcher par des appli- 
cations dont les germes en tout point sont stables. 

En effet, la variété des jets de germes de corang 2 d'applications 
M5 — N° dont le génotype définit une famille non générique de formes 
quadratiques [ou pour lesquels les vitesses initiales des variations du 
génotype n’engendrent pas (avec e, et e.) une base dans T] est de co- 
dimension supérieure à 4 (car la codimension de Z* est déjà égale à 4 
sans dégénérescences additionnelles). 


Exemple. Considérons un germe d'application (R', O0) — (R$, O): 
Yi = Ti + Ati hole, Ye = Dites = À 2e = he. 


La singularité en O est de symbole de Boardman (2, 0), et l’exten- 
sion à 1-jets est transversale à la strate de Boardman °° en 0. Ce 
germe est néanmoins instable. Cette différence du cas des singularités 


| . NS . . 
Z À tient à ce qu’on trouve dans la classe Z°,° des orbites qui y sont 
de codimension positive. 


9.8. Génotypes simples de s > t. On dit qu'un germe f: (C*', 0) + 
— (C', 0) est V-simple, ou est un génotype simple, si son k-jet (* quel- 
conque) admet, dans le petit espace des jets J5.o (C°, C'), un voi- 
sinage qui ne rencontre qu'un nombre fini de classes de V-équivalence 
(borné par une constante indépendante de k). Autrement dit, les 
germes V-simples sont des génotypes dont les formes normales sont 
stablement exemptes de modules. Les germes V-simples de s>t se 
réduisent, à une V-équivalence et à des extensions triviales près, aux 
trois listes qui suivent (cod est la codimension de la classe de V-équi- 
valence dans le petit espace des jets et u la multiplicité au sens du 


8 s). 
1° Génotypes simples du type C° — C!': 


Nom Forme normale Restrictions cod u (grad f) 
An zhtiLo u>1 u+s—1 eo 

Du zty+yh + n>4 + s—1 u 

Ee zi+yi+oQ néant 5+s 6 

E; x zy+Q néant 6+s 7 

E, ziLyi+Q néant T+s 8 


Ici Q est la forme quadratique non dégénérée des variables non 
écrites (au nombre de s — 1 pour 4, et de s — 2 pour les autres 
génotypes). 
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2° Génotypes simples du type C? —+ C=: 


Nom | Forme normale Restrictions | cod | h (7) 


Lo, b zy, 20 + yb a>xb>2 a—+b a+b 
Das z?+y9, ya a>3 2a+1 2a 
Dia+s z?+ y, zya az>2 2a +4 2a+3 
1e z?—Lya, zy? a>4 a+5 e—+ 4 
0 z°, y néant 10 8 
3° Génotypes simples du type C° — C°: 
Nom Forme normale cod==u+ 1 
Su z2+yt+zhs, yz n+1 
T; a+ +35, yz 8 
Te + y + st, yz 9 
Ty z° + y$ +420, y= 10 
U: z° + yz, zy +23 8 
U, zx + yz, zy+zz 9 
Us z? + yz, zy + 2° 10 
Wa z° + ys, y + zz 9 
W, zx + yz°, y® L zz 10 
Zo z° + ss, y+ 2 10 
Zo z° + ysi, y° +23 11 


Ces notations ont été introduites par M. Giusti ([112-114, 266]). 

Les techniques de calcul conduisant à ces résultats (méthodes de 
rotation de la règle de Newton et de réduction des singularités semi- 
quasi homogènes aux formes normales) seront décrites dans le chap. II 
(on y traite de la R-équivalence, mais les méthodes mentionnées 
sont facilement applicables au cas de la V-équivalence). 


Remarque. Les mêmes calculs montrent que tous les autres gé- 
notypes possédant une singularité isolée en 0 (pour les s et { énumé- 
rés) sont adjacents *) à la réunion des V-classes énumérées dans les 
trois listes qui suivent. On dit que ces classes confinent les génotypes 
simples. Dans les listes en question, cod est la codimension des clas- 
ses (et non des orbites) dans le petit espace des jets, et m est le nombre 
de modules. 


*) I.e. se laissent transformer en applications de V-classes indiquées par 
une déformation aussi petite que l'on veut. 
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1° Génotypes confinants du type C' —+ C!: 


Nom Forme normale Restrictions cod u (grad /) m 
P, 2ILy3LssLazyz+Q |las+27 ZO| 6+s 8 1 
X9 xt Lyt + ar*y + Q a < 4 T+s 9 1 


Jo zILy tar y +Q 4a3+127 = 0| 8+s 10 1 


Ici Q est la forme quadratique non dégénérée de s — 3 variables 
additionnelles pour P, et de s — 2 variables additionnelles pour X» 
et Jo, et a, le paramètre (module). 


2° Génotypes confinants du type C° — C:: 


Nom Forme normale Restrictions cod u (/) | m 
EE z?Lyd, zy9 Lay néant 11 10 1 
cd Z°y, 2 Lazy Lys néant 10 9 1 
3° Génotypes confinants du type CS —+ C:': 

Nom Forme normale Restrictions cod | m 

- zy, at tyi+z néant 10 1 
Th zy, Sy + néant 11 1 

Uh zLys, zyLazzs +25 4aS =£ 27 11 1 
WW} at yz, y Layz? +: a 4 11 1 
Z} x?+ 3, yitzst néant 12 1 
Zi zx? yztast, y? zxzt + bzt AO 12 2 

US zy+ 23, 22 + y°z L'ayz° &a3L27 £ 0 10 | 

Wis zyz, 2H Yy + 28 Lazy + byz + cz ô #0 11 3 


Les formes normales de T$, To, Z11 sont dépourvues de modules, 
mais ces singularités sont adjacentes à {X»}, {J,0} et {Wï1} respec- 
tivement et sont donc non simples; À = 27 — 288ab — 256 (a + 
+ b% + a%b°), Ô = (a? — 4) (b? — 4) (c? — 4) (a? + b3 + €? —2abc). 


Adjacences fondamentales: 


1° Génotypes du type C° —+ C'. (Voir $ 15.) 


142 NOTIONS FONDAMENTALES (CE. 1 


2° Génotypes du type C° — C?: 


[4] Lib; bis. 


Mo) —1$ If — 


3° Génotypes du type C° — C:: 


| | 


H — Zo— (Z) 


s, GI (UE) 
' | | 
—S$, —S, — VU, VU, — Ù, 
| 
We WNOT, —U, —2, 
| 
T 


IX) <— (TS ) — 


Jo (Te) —T, CWX) (ZX) 


Sur ces diagrammes les classes confinantes sont mises entre paren- 
thèses. Toutes les singularités confinantes sont quasi homogènes 
(voir chap. II). M. Giusti donne dans [113] une liste hypothétique- 
ment complète des adjacences de génotypes simples, en omettant 
W;— D,4 et d’autres. Les germes simples d’ applications C— C° 
et C°— CS (R°— R5) sont décrits dans [69], [221] et aussi dans [84]. 


$ 10. Quelques autres résultats 


Dans ce paragraphe nous décrivons certaines généralisations des 
théorèmes de stabilité et de versalité: nous considérons les diagram- 
mes d’applications, les applications admettant un groupe de symé- 
trie compact et la théorie topologique locale des singularités. 


10.1. Diagrammes d’applications. Dans de nombreux ouvrages 
publiés ces dernières années les résultats de Mather concernant la 
stabilité des singularités des applications différentiables [207] sont 
étendus au cas de l’action de différents groupes de dimension infinie 
sur divers objets fonctionnels. La plupart des problèmes de cette na- 
ture se laissent décrire en langage des diagrammes d’applications 
(voir [52], [92)). 


& 10] QUELQUES AUTRES RESULTATS 143 


Soit D une famille finie A/,, ..., M, de variétés différentiables 
et d'applications fr: M, — Miam de ces variétés. Par s (À) et 
i (*) nous désignons les indices des variétés source et but de l’ap- 
plication f,. La famille D (diagramme d'applications) sera repré- 
sentée par un graph: aux sommets M; reliés par des flèches répondant 
aux /x. 

On dit que deux diagrammes D, D, représentés par des graphes 
isomorphes sont équivalents s’il existe une famille de difféomorphis- 


mes O,: Mi M, j =1,...,n, telle que pour toute fr” 


ÎP = On o JE © Or. 


Munissons l'espace des diagrammes représentés par un graphe 
fixé d’une topologie convenable (topologie compacte ouverte ou 
topologie de Whitney). 


Définition. On dit que le diagramme D est stable si tout diagramme 
proche D° est équivalent à D. 


Remarque. On considère souvent le sous-ensemble des diagram- 
mes représentés par un graphe fixé où les applications f,; ont une for- 
me spéciale. Nous dirons que le diagramme D est stable dans la classe 
des diagrammes de forme spéciale si tout diagramme proche apparte- 
nant à cette classe se laisse réduire à D par une famille de difféo- 
morphismes © conservant la structure des applications /;. 

Substituant aux variétés et applications leurs germes dans des 
points correspondants, nous obtiendrons les définitions locales de la 
stabilité. Nous considérons des diagrammes locaux indéfiniment 
différentiables, analytiques et formels. 

Exemples. 1. Dans le cas du diagramme re NV, nous obtenons 
la définition de la stabilité d’une application différentiable sous 
l'action du produit des groupes des difféomorphismes de M et 
(voir Mather [270])). 


F 
2. Considérons le diagramme R° X M, > R' x M, + R?, où 
p est la projection et F une application de forme spéciale: 


F(u, z)=(u, Fu, :)) ER" x M: 


pour tous (u, x) E R' X M,. La stabilité d'un tel diagramme est 
équivalente à celle d'une famille différentiable F (u, x) d'applica- 
tions zr/F(-, zx) dépendant des paramètres u € R” (voir [121], 
[203], (3241). 

3. Wassermann [325], [326], Dubois et Dufour [88], Arnold [23], 


Zakalyukin [340], Golubitsky et Schaeffer [122] étudient une forme 
particulière de stabilité: la (r, s)-stabilité des familles de fonctions 
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F (u. v, x), elles-mêmes fonctions de deux groupes de paramètres 
uER’,vE R*'. Une telle stabilité est la stabilité des diagrammes 
de la forme 


f 
R'<R-M,— R'XRXR + RSR TR: 


où p, g sont les projections canoniques, # (u, v, x) = (u, v, 
F (u, v, x)), F'(u, v, x) est une fonction différentiable. 

Les diagrammes de cette forme sont étroitement liés aux bifur- 
cations subies par les caustiques d'applications lagrangiennes dans 
le temps. Dans ce cas la fonction F, considérée comme génératrice, 
engendre une variété lagrangienne dans l’espace fibré cotangent à 
l'espace des paramètres R’ X R'. Les valeurs critiques de la projec- 
tion de cette variété sur R’ X R° forment la « grande » caustique X 
(ensemble des u, v pour lesquels la fonction F (u, v, -) admet des 
points critiques dégénérés en zx). Les surfaces de niveau v = Cte 
partagent la grande caustique en petites et définissent la bifurcation 
des petites caustiques en cas de variation de v. Dans les problèmes 
appliqués la quantité v se présente comme le temps. 

On est donc en présence de trois problèmes de classification: 

1° La (r, s)-classification des familles de fonctions. 

2° La classification des bifurcations des caustiques, ïi.e. des 
diagrammes de la forme 


K Ée RER + R:, 


où XÀ est une caustique d'application lagrangienne et — le plonge- 
ment. 

3° La classification des bifurcations des applications lagrangien- 
nes. i.e. la classification des diagrammes de la forme 


A T*(R'XR) + R'xR'—R;, 


où — est le plongement d’une variété lagrangienne et x la projec- 
tion canonique ; au lieu de l’équivalence ordinaire des diagrammes on 
a alors une équivalence dans laquelle le difféomorphisme de l’espace 
fibré cotangent 7* (R' X R°) est supposé symplectique. 

Dans ces problèmes les équivalences sont telles que éq 3° = 
= éq 1° = éq 2°. En effet, si deux familles de fonctions sont (r, s)-équi- 
valentes, les bifurcations des caustiques correspondantes sont équi- 
valentes elles aussi. En outre, deux diagrammes quelconques équi- 
valents au sens de la classification 3° ont les familles de fonctions 
génératrices qui sont (r, s)-équivalentes. Les classifications 1°-3° 
sont distinctes deux à deux. 

Au sens de la classification 3°, un germe de bifurcation est stable 
si et seulement si l'application lagrangienne correspondante est 
stable pour v = 0. Les familles (r, s)-stables sont plus nombreuses, 
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leur classification est établie par Wassermann (327]. La fonction 
Fu, u:,v,x)= 1 —(v—u)x" —u.z donne un exemple de 
famille non (r, s)-stable pour laquelle la bifurcation correspondante 
des caustiques est stable au sens de la classification 2° (on le montre 
en vérifiant les conditions infinitésimales correspondantes). 

C'est la classification 2° qui revêt la plus grande utilité pratique. 


4. Les diagrammes de la forme ./; SL AA Li M4 apparaissent 
lors de l’étude des singularités des enveloppes d’une famille de sous- 
variétés (voir Arnold [23], Dufour [91]), ou lors de l’étude de la sta- 
bilité d'une application f, X f. sous l’action du groupe des difféo- 
morphismes de la source et du produit des groupes Diff(\f.) x 
x Diff(M3) sur le but M, X Mage 


5. Les diagrammes F, —+ M, Le M2, où test un plongement, ca- 
ractérisent la classification des singularités d'applications diffé- 
rentiables d’après le groupe des difféomorphismes qui laissent la 
sous-variété V, invariante. Les singularités simples des diagrammes 
de la forme (R"-!, 0) =- (R", 0) _ R (i.e. des fonctions sur une 
variété à bord) ont été étudiées par Arnold dans [20]. 


6. La stabilité des cascades, i.e. des diagrammes de la forme 
MMS. Mo, 


fait l’objet des travaux de Baas [52] et de Büchner [73]. 


7. Considérons A] KA A1, où fsubit l'action par conjugaison d'un 
groupe de difféomorphismes Diff(W): g(f) = gfg'. L'étude des 
singularités de cette action est le problème classique de Poincaré- 
Siegel. Cette action a été étudiée par la méthode des petits dénomi- 
nateurs dans les travaux de Kolmogorov, Arnold et Bruno (voir 
DEA les travaux de Belitskiï [55], [56], et de Gomozov [123], 
124)). 

Chaque exemple vise à décrire des diagrammes stables ou des 
diagrammes génériques pour des variétés de petite dimension. 

Soit 0V un espace de champs de vecteurs sur la variéte Ÿ, espace 
qui est un module de type fini sur l’anneau C* (V) des fonctions 
différentiables sur V. Considérons une application f: V —+ IF et 
désignons par Of l’espace des champs de vecteurs verticaux sur le 
graphe de f. L'espace 6f est un C® (V)-module de type fini. Soit 
tf: 0V + 6f un homomorphisme tel que tf(£) = df(£), et soit 
of :0W —+ 6f une application wf (n) = n ° f qui est un homomor- 
phisme sur f*C® (W). Pour les diagrammes D, posons 86D = TI8f, et 
AD = TI6.;. Désignons par «D une application &æD: AD — UD: 


aD (&, …., En) éd A (tfr (Es«x)) + Ofr (Er); 


10—0465 
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où &,«4) est un champ sur la source de jf; et £;x) un champ sur le 
but de Îne 


Définition. On dit que le diagramme D est infinitésimalement 
stable, ou inf-stable, si l'application «D est surjective. 


Théorème ST (voir [90], [92]). Si le diagramme D ne contient 
aucun sous-diagramme (divergent) de la forme M, — M, — M, ni 
cycle, D est stable S'il est inf-stable. 


Remarques. 1. Un théorème analogue est vrai pour beaucoup de 
diagrammes de forme spéciale, tels que les diagrammes des exem- 
ples 2et 3 (quitte à considérer des champs de vecteurs d’un type ap- 
proprié dans la définition de la stabilité infinitésimale). 

2. Remarquons qu'un diagramme contenant des cycles orientés 
n’est jamais stable (voir [92]). 

3. La démonstration du théorème ST s'appuie sur un corollaire 
algébrique du théorème de préparation de Weierstrass-Malgrange. 
Voici ce corollaire. Considérons le diagramme dual D’ dont les 
sommets sont des espaces de fonctions sur 47, et les flèches, les ap- 
plications /*, duales des f,;. Dufour introduit dans [90], [92] les 
notions de contraction adéquate de l’homomorphisme jf} et de con- 
traction adéquate de l’'homomorphisme construit d’après la totalité 
de D’. Il se trouve que si tous les ff admettent une contraction adé- 
quate, l’homomorphisme construit pour un diagramme sans cycles 
ni sous-diagrammes divergents admet lui aussi une contraction 
adéquate. Il y a des contre-exemples de diagrammes divergents pour 
lesquels cette assertion cesse d’être vraie pour des anneaux de fonc- 
tions analytiques. Dans le cas des applications de classe C®, le 
théorème ST n'est pas démontré pour les diagrammes contenant des 
sous-diagrammes divergents: or, aucun contre-exemple n’a été 
exhibé. 

Considérons un diagramme local 


D: (R2, 0) & (R?, 0) + (R, 0) 
qui s'écrit en coordonnées (x, y) € R? sous la forme 
(Ze 97) (as y) 7 (2 + zy + y). 


On montre sans peine que D, est infinitésimalement stable. Il est 
constaté dans [91] que D, est stable dans la classe C® des difféo- 
morphismes et applications. Or, D, n'est pas stable dans la classe 
des applications analytiques. On rencontre une différence analogue 
entre le cas différentiable (formel) et le cas analytique dans les pro- 
blèmes sur les formes normales des singularités de fonctions relative- 
ment au groupe des difféomorphismes du but. 
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La thèse de Dufour contient une étude détaillée des diagrammes 
divergents (voir aussi [88]. [90]-[92)). Citons quelques résultats dé- 
gagés par Dufour. 


Théorème. Le diagramme R —R"—R est stable si et seulement 
s'il est équivalent en chacun de ses points à l'un des diagrammes sui- 
vants : 

Li (x, ss En) EP Es, 


n 
Tr 2m) nt Ÿ (Es). 
1= > 
U] 
Li (Zi, .... Zn) mit (+ ri). 


n 
T2 (Ts, co Zn) PTS + Lilo + Lo + Ÿ (+ x). 
im 3 


Théorème. Un diagramme localement stable de la forme 


soit à 
x? 
4 
X — » 
X. 
et pour n>2 à 
> 


10e 
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En étudiant le problème de la stabilité, on est conduit à envisager 
une question plus fine de la détermination finie des diagrammes, 
i.e. de la stabilité dans la classe des diagrammes ayant un jet fixé 
d’un ordre déterminé. Les travaux [19], [56], [55]. (124), (1981, 
[175], [1252] généralisent le critère de la détermination finie de Ma- 
ther. Dans (56], [123] sont considérées les conditions de stabilité 
et de détermination finie pour les difféomorphismes ct les applica- 
tions d'une classe de différentiabilité finie. 

On trouve dans [55] et [124] les conditions de stabilité infinité- 
simale des diagrammes de l'exemple 7 et des familles de diagrammes 
de ce type pour les applications f: (7. 0) — (17, 0) dont le spectre 
de la partie linéaire est situé d’un seul côté du cercle unité. Remar- 
quons qu'un germe d'une telle application n'est jamais inf-stable 
si sa partie linéaire est dégénérée. 


10.2. Théorie équivariante. En étudiant les singularités des 
applications qui possèdent une symétrie, on envisage la construc- 
tion suivante. 

Soit G un groupe de Lie compact opérant sur les variétés ,, 
M,; considérons l’action du groupe des difféomorphismes G-inva- 
riants de Af,et W, sur des applications G-équivariantes f: M, — M. 
On montre dans [243] et [244] que la versalité infinitésimale des 
familles d'applications de ce type indique leur versalité. Les con- 
ditions de versalité infinitésimale d’une famille d'applications peu- 
vent être interprétées comme transversalité d'une application à 
une sous-variété G-invariante stratifiée dans l’espace des jets des 
applications f: A7, — A1.. La définition de la transversalité d'une 
application G-invariante à une sous-variété G-invariante stratifiée 
est donnée dans [100], [332], où l’on démontre des théorèmes affir- 
mant que les applications G-transversales forment un ensemble ou- 
vert et partout dense dans l'espace de toutes les G-applications. 

Il en est tout autrement pour le cas de symétries brisées: les 
résultats de l’étude formelle ne s’appliquent pas aux séries conver- 
gentes. Cette difficulté surgit déjà dans le problème de réduction à 
la forme normale d'une fonction d'une variable complexe avec un 
point critique 0 non dégénéré par des changements pairs de variables 
dans les cas de symétrie brisée, i.e. quand la fonction à réduire 
n'est pas paire. 


10.3. Revue générale des résultats sur la théorie topologique des 
singularités. 


1° Densité des applications topologiquement stables. La relation 
d'équivalence topologique a été introduite par R. Thom qui pen- 
sait que cette équivalence n’admet pas de modules continus dans 
le cas général, ce qui est résumé par un théorème selon lequel les 
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applications topologiquement stables forment un ensemble partout 
dense dans l’espace de toutes les applications différentiables. (Pour 
Jes applications différentiablement stables un tel théorème n’est 
pas vrai en général, voir n° 3.7.) L'espoir s’est justifié: J. Mather 
a démontré. en se basant sur les conjectures de Thom. le théorème 
suivant (voir [207], [208]): 

Soient M, N deux variétés différentiables, et soit M compacte; 
alors les applications topologiquement stables de \ dans N forment 
un ensemble partout dense dans l'espace de toutes les applications dif- 
férentiables de M dans N muni de la topologie de Whitney. 

Pour la démonstration complète de ce théorème, nous renvoyons 
à [111]. 

2° Stratifications et applications. La démonstration du théorème 
formulé s'appuie sur la théorie des ensembles stratifiés et des ap- 
plications stratifiées développée par Thom, en particulier sur les 
lemmes d'isotopie de Thom. Cette théorie est à l’heure actuelle l’ou- 
til technique principal de la théorie topologique des singularites. 
Voici. à titre d'exemple, une assertion tirée de cette théorie: 


Définition. On appelle stratification de Whitney d'une partie W 
de la variété ./ une partition localement finie $ de W en parties 
différentiables disjointes de : vérifiant les conditions suivantes: 

1) (axiome des frontières). Si U et V sont dés strates de © et si 
UNTÆG. alors FE U. 

2) (condition de Whitney b) (voir [207]). Si U et V sont des stra- 
tes de $ et x € F, alors doit être régulièrement adjacente en r à U. 

Pour définir la relation d’adjacence régulière, supposons d’abord 
que .1/ soit un sous-ensemble ouvert dans R". Il existe alors pour 


deux points distincts quelconques r. y € R" une sécante ry: c’est 
un sous-espace de dimension 1 dans R" engendré par le vecteur r — y. 
L'espace tangent T \], est naturellement identifié avec R' pour tout 
point r E M. 


Condition d’adjacence régulière de V' à LU’ en x. Si {x;} et {y} 
sont des suites de points de Let de CL” respectivement, telles que 
Tir et y —7r (x;  y;). que la suite x;y; est convergente (dans 
l'espace projectif RP") et la suite TU, est convergente (dans la 
variété grassmannienne des (dim L’)-plans de R'), alors /Z +1, où 
l = lim Tiy;i, T — lim TL. 

[1 est facile de voir que si est un difféomorphisme de l’ensemble 
ouvert 7 sur un autre sous-ensemble ouvert de H", alors le triplet 
(çl. q}', pr) vérifie la condition d'adjacence régulière si le triplet 
(L', F, x) vérifie cette condition. Par conséquent, la condition 
d'adjacence régulière est bien définie pour le triplet (LU, F, x), 
où L’et F sont deux sous-variétés de la variété .: et x un point de V. 
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Premier lemme d’isotopie de Thom (voir [207]). Soient M, N 
deux variétés, f: AT — N une application différentiable, W une sous- 
variété fermée dans M munie d'une stratification de Whitney $. Sup- 
posons que l'application f | W: W — N soit propre et que pour toute 
strate U de $ l'application f| U: LU — N soit une submersion. Alors 
fIW: W— N est une fibration topologique localement triviale. 


3° Classification topologique des germes d'applications différen- 
tiables. Encore en 1962 R. Thom a donné un exemple de famille 
d'applications polynomiales f,: R°— R° dépendant d’un para- 
mètre s € R et topologiquement non équivalentes deux à deux. Or, 
ce cas est extrémement rare. Voici l’assertion qui l'exprime. 

Soit J(n, p) l’espace de tous les germes d’applications diffé- 
rentiables de R” dans RP. et soit J'(n, p) l'espace de leurs r-jets. 
Les espaces J” sont naturellement rapportés à des coordonnées (va- 
leurs des dérivées des fonctions coordonnées). 


Théorème (voir [287]). Soient n, p deux entiers naturels. Il existe 
alors pour tout entier naturel r une partition de J' (n. p) en sous-en- 
sembles semi-algébriques disjoints V,, V;, V2. ... tels que: 

1) Si f1, fs E J (nr, p) sont tels que f;"'. f." E Vi. i >>0, alors les 
germes f1, f+ Sont topologiquement équivalents ; 

2) un germe quelconque fE J (n, p) tel que AN E V,, i > 0, est 
une application simpliciale pour certaines triangulations de R' et R?; 

3) la codimension de V, dans J' (n, p) tend vers l'infini quand r 
tend vers l'infini. 

La relation d'équivalence topologique présente encore une qua- 
lité remarquable. Zl est possible de choisir les partitions du théorème 
de telle façon qu'outre les propriétés 1)-3) soient vérifiées les propriétés 
&), 5) qui suivent (cf. [285)): 

4) un germe quelconque f E J (n, p) tel que FN E V;, i 0, ad- 
met un déploiement topologiquement versel de dimension finie; 

5) si f1, fe EC J (n, p) sont tels que fi’, fr’ E Vi. i 0, alors fi 
et f. admettent des déploiements topologiquement versels qui sont topo- 
logiquement équivalents. 

(La notion de déploiement topologiquement versel est parallèle 
à celle de déploiement différentiablement versel.) Notons qu'il existe 
des n. p tels que les germes n’admettant pas de déploiement diffé- 
rentiablement versel de dimension finie forment un ensemble de 
codimension finie dans J (n, p). 


& Conditions d'équivalence topologique. Le résultat le plus 
connu résumant les conditions suffisantes d'équivalence topologique 
est le 


Théorème (voir [186], (2761). Soit f.: (C", 0) — (C, O0) une fa- 
mille de germes d'applications holomorphes dépendant différentiable- 
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ment d'un paramètre s € R?. Supposons que pour tout s le nombre de 
Milnor u, d'un germe f, soit fini et indépendant de s. Supposons en 
outre que n #3. Alors tous les germes f, sont topologiquement équi- 
valents. 

La condition n — 3 résulte du théorème du h-cobordisme qui 
a été utilisé pour la démonstration *). 

D'autres invariants topologiques ont été envisagés par M. Fu- 
kuda, T. Fukuda et J. Damon. Voici le théorème établi par M. Fu- 
kuda et T. Fukuda. Soit f = (f,. . .., fn): (R”, 0) — (R?, 0) un 
germe d'application  différentiable:  désignons par Q (f) = 
=C< (R")/(f. . ... fh) la R-algèbre associée à f (voir n° 4.2). 


Théorème. Si les R-algèbres associées Q (f) et Q (g) des germes to- 
pologiquement stables f: (R". 0) — (R’, 0). g: (R", 0) — (R?, 0) 
sont isomorphes. alors les germes f. g sont topologiquement équivalents. 

Remarquons qu’on trouve des germes f. g différentiablement sta- 
bles qui sont topologiquement équivalents sans être différentiable- 
ment équivalents (i.e. Q (f) = Q (£)). 

Voici le théorème de J. Damon. Soit À la fonction de Hilbert- 
Samuel de la R-algèbre Q (f) définie par 


h (k) = dim Q (f)/m“*t, 


où mt est un idéal maximal de la R-algèbre Q (f). On dit que le germe 
f est V-simple si parmi les petites déformations de f il n'y a qu'un 
nombre fini de types de V-équivalence. 


Théorème. 1. Les germes C®-stables f: R*— R?'(n < p) ad- 
mettent pour invariants topologiques a) le type 2° de Thom-Boardman 
et b) (pour p>n + Ci) le type Z' de Thom-Boardman. 

2. Les germes V-simples C®-stables f: R"— R? (n < p) admet- 
tent pour invariant topologique la fonction de Hilbert-Samuel de la 
R-algèbre Q (f). 

J. Damon affirme qu’un invariant topologique est constitué 
en certains cas par le type complexe de la R-algèbre Q (f). 


5° Autres questions. La théorie topologique des singularités 
couvre aussi des questions globales, telles que le lien entre la théorie 
des singularités et les classes caractéristiques dont l'étude est entre- 
prise dans les travaux classiques de Whitney et de Pontriaguine. 
Nous ne nous arrêtons pas à ces questions fort intéressantes et pro- 
metteuses (surtout pour les applications lagrangiennes et legendrien- 


*) Le cas n — 3 est traité dans B. Perron, « u constant » implique « type 
topologique constant » en dimension complexe trois. Comptes rendus Ac. sci. 1982, 
t. 295, p. 735-138; B. Perron, The invariance of Milnor's number implies the 
invariance of the topological type in the dimension three. Singularities in dynami- 


cal systems. Proc. Int. Conf. Heraclion, 30 aug.-30 sept. 1983. Amsterdam, 
1985, p. 239-248. 
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pes) vu que le présent livre est consacré à la théorie locale des singu- 
larités. 

Un résultat particulier qui va suivre est pour ainsi dire semi- 
local. Considérons sur une variété fermée une famille de fonctions 
différentiables f qui dépendent d’un paramètre y de dimension nr, 
et écrivons la fonction du maximum F (y) = max f (x, y). L. Bryz- 


x 
galova a montré [71], [72] que pour des familles génériques de n < 6 
F est topologiquement équivalente à une fonction de Morse. V. Maiov 
a démontré la même proposition pour n quelconque. Îl 
a montré aussi que, pour j génériques, la fonction min max f (x. y, 2) 


* 


est NE équivalente à une fonction de Morse (cf. 1213], 


CHAPITRE II 


POINTS CRITIQUES 
DES FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES 


Les fonctions génériques ne présentent que des points critiques 
non désgénérés. Mais, quand on passe à l'étude des familles de fonc- 
tions, on voit apparaitre des points critiques dégénérés élémentaires 
qu'une petite déformation de la famille n'arrive pas à supprimer. Par 
exemple, la famille f (x. t) = x° — tx admet, pour la valeur nulle 
du paramètre f?, un point critique dégénéeré qui subsiste dans toute 
famille proche quand le paramètre a une valeur proche de 0. De 
plus complexes singularités apparaissent avec l'augmentation du 
nombre de paramètres. 

Toute tentative de classifier ces points dégénérés semble de 
prime abord désespérée. Or, dès qu'on a établi un premier morceau 
de la classification. on a vu que son organisation est suffisamment. 
simple : il s’est avéré que la classification des points dégénérés élé- 
mentaires est liée à celle des groupes de Lie simples. à la théorie des 
groupes engendrés par les réflexions, à la théorie des tresses et à la 
classification des polyèdres réguliers dans l’espace tridimensionnel 
usuel. 

Dans ce chapitre, nous décrivons la première étape de classifi- 
cation des points critiques des fonctions, v compris la classification 
des singularités simples (ou 0-modales), unimodales et bimodales, 
et celle de toutes les singularités de multiplicité np < 16. 

Le nombre v de classes (de n-équivalence stable que nous dé- 
finirons plus loin) des singularités complexes de multiplicité u < 16: 
est donné dans le tableau suivant: 


L'ensemble des singularités non classifiées est de codimension 11, 
si bien que la classification proposée couvre tous les points critiques 
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que peuvent présenter les familles de fonctions génériques dépendant 
de 10 paramètres au plus. 

La classification des singularités simples est discrète, mais les 
singularités fortement dégénérées possèdent des modules. 

On appelle modalité m d'un point x € X par l’action d’un groupe 
de Lie G sur la variété X, le plus petit nombre tel qu’un voisinage 
suffisamment petit de x puisse ètre recouvert par un nombre fini 
de familles m-paramétriques d’orbites. On dit que le point zx est 
simple s’il est de modalité 0. i.e. si son voisinage ne rencontre qu’un 
nombre fini d'orbites. 

La modalité d'un germe de fonction en un point critique de valeur 
critique 0 est la modalité du jet suffisant dans l’espace des jets de 
fonctions de point critique 0 et de valeur critique 0. 

On dit que deux germes sont stablement équivalents s'ils devien- 
nent ÀR-équivalents *) par l'adjonction de formes quadratiques non 
dégénérées d'un nombre adéquat de variables. 


Théorème 1 (voir [11], (12]). Les germes simples de fonctions holo- 
morphes (m = 0) sont à l'équivalence stable près exactement les sui- 
vanis : 


Ar :f(x) = ka k> 1 
Dr fa y)=ry + y" k>4 
Es : f(x, y) = 2° + y: 
E; : f(x, y) = x + zy; 
Es : f(x, y) = r — ÿÿ. 


Le lien de ces singularités avec les algebres de Lie simples dé- 
signées par les mêmes symboles ou les groupes engendrés par les 
réflexions est étudié dans [13]. On peut aussi obtenir ces singularités 
à partir de polyèdres réguliers dans l’espace euclidien tridimension- 
nel, plus exactement à partir des sous-groupes discrets du groupe 
SU(2): ils définissent les relations entre les invariants de base du 
groupe. Les A4, correspondent aux polygones, les D, aux dièdres, 
Es au tétraèdre. £, à l'octaèdre et Æ, à l'icosaëdre. Pour plus de 
détails, voir [16]. 


Théorème 2 (voir [14]). Les germes unimodaux (germes de m = 1) 
se réduisent exactement. à l'équivalence stable près, à une série à indice 
triple de familles 1-paramétriques : 


Tp, or: f(x, VE z)= ay: + +y+z, 
1 1, 1 | 
at ln 00; 


*) On dit que deux fonctions sont R-équivalentes si l'on peut passer de l’une 
à l’autre par un certain changement (difféomorphe) des variables indépendantes. 
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à trois familles 1-paramétriques de germes paraboliques 
Ps=Tsns f(r y. 5) =2-yp+zS—aryz aÿ+215#0, 
No=Tons fa y 2)=r-y+iz-ary, a £4, 
Jio=To36e f(x. y. 2) = -yf+istary,  4ai+21Æ0, 


et à 14 familles 1-paramétriques exceptionnelles énumérées dans le 
tableau qui suit (la signification des colonnes du tableau sera expli- 
citée plus loin): 


Exposants | Nombre | Nombres | Nombres 


Nom Forme normale d'homogé- e e e Classe 
néité Coxeter [Dolgatchev| Gabriélov| duale 
Quo | z2+ y + st <ayss 8 96 — 24 239 33 4 E,, 
Qu | 22+ y Lys + as 7 64 —18 247 335 Z13 
Qua | 22 + y Hs +ayst 6 53 —15 336 336 Qe 
Sin | 2°2+ 95 + y$—ayis 6 54 — 16 256 344 W; 
Sy | 2°2+ y Lryÿ+ays | 5 43 —13 345 345 S a 
Use | 2 +yS+zstLazys: 4 43 —12 444 444 Ua 
Zu | y+y+s+ary! 15 86 — 30 238 245 E;s 
Zis | xy+zyi ts + ay" 11 64 — 22 246 246 Ze 
Zys | y + y +: —arys 9 53 — 18 335 247 Qu 
Wie | 2tHys Li Lazys 10 5 4 — 20 255 255 Wi: 
Wis | ri+zgt Li <ayt 8 43 — 16 3 4 4 256 Su 
Eu | 234 y +5 —axyt 21 146 — 42 237 237 Ep 
Es | 2 +zyÿ ++ ay 15 10 4 — 30 245 238 Zi 
EE, | r+yt+ is —azryt 12 83 — 24 334 239 Qu 


Ces 14 singularités peuvent être obtenues à partir de 14 trian- 
gles sur le plan de Lobatchevski. ou plus exactement, à partir des 
sous-groupes discrets qu'ils définissent dans le groupe SU (1. 1). 
Pour a = 0, la forme normale définit l'unique relation entre inva- 
riants de l'algèbre des formes automorphes entières. Cette algèbre 
a trois générateurs pour exactement 14 triangles ; leurs angles sont 
égaux à n/(nombres de Dolgatchev). 

I. Dolgatchev, qui a proposé cette construction, et H. Pinkham 
ont indiqué aussi un procédé permettant d'obtenir les 14 singulari- 
tés exceptionnelles à partir des surfaces dites À —3 (voir [87], 


[237]). 


Théorème 3 (voir [12], [14]). Dans l'espace des germes de fonctions 
de valeur critique O, les germes non simples de fonctions de n > 3 va- 
riables forment un ensemble de codimension 6 et les germes de modalité 
supérieure à 1, un ensemble de codimension 10. 
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Toute famille s-paramétrique de fonctions, où s << 6 (s << 10), 
peut donc étre rendue générique par une déformation aussi petite 
que l’on veut, de telle façon que les germes des fonctions de la fa- 
mille, en chacun des points critiques, soient stablement équiva- 
Jents (à des constantes additives près) aux germes du théorème 1 
(des théorèmes 1 et 2). 


$ 11. Principe de classification des points critiques 


Ce paragraphe décrit les principales étapes de classification des 
points critiques des fonctions holomorphes : quant aux résultats de 
la classification et aux calculs qui s’imposent à différentes étapes, ils 
seront donnés dans les paragraphes suivants. Toutes les fonctions 
considérées sont holomorphes et possèdent un point critique Ü de 
valeur critique 0. L'équivalence est interprétée au sens de la R-equi- 
valence (on dit que deux germes de fonctions sont équivalents si 
l’on peut passer de l’un à l’autre par un changement biholomorphe 
de variables indépendantes). 


11.1. Classification suivant le corang de la différentielle seconde. 


Définition. On appelle corang d'une fonction au point critique, 
le corang de sa différentielle seconde. 
Théorème. Au voisinage d'un point critique de corang À, toute 


® 


fonction holomorphe de n variables est équivalente à une fonction 
Î (Xu JS ti) Rs rss ae, 


où la différentielle seconde de j en O0 s'annule ; j € ms. 
Démonstration. C'est une conséquence du lemme de Mor- 
se paramétrique, voir n° 6.2, p. 99. et n° 9.6, p. 136. 


Définition. On dit que deux fonctions (d’un nombre différent 
de variables) sont stablement équivalentes si on peut les rendre équi- 
valentes par l'adjonction des formes quadratiques non dégénérées 
de variables auxiliaires ; l'équivalence stable de j et g s'entend au 
sens de l'équivalence habituelle 


Is Lena 
LU ces Yi) + Ui+r Tee T Va- 


Remarque. On montre que deux fonctions d'un même nombre de 
variables sont stablement équivalentes si et seulement si elles sont 
équivalentes (voir [331]). Ainsi, le passage à l'équivalence stable 
permet, sans modifier la classification des points critiques de fonc- 
tions d’un nombre donné de variables, de comparer la dégénérescence 
des points critiques de fonctions d'un nombre différent de variables. 


$ 11] PRINCIPE DE CLASSIFICATION DES POINTS CRITIQUES 157 


Théorème. Au voisinage d'un point critique de multiplicité finie 
de corang 1, toute fonction est stablement équivalente à une fonction x”. 
Démonstration. Voirn° 9.6, p. 135. 


La multiplicité du point critique de x” peut être facilement cal- 
culée: p = m — 1. 


Définition. Ün point critique de corang 1 de multiplicité u est 
appelé singularité de type Au En un point de type 4, toute fonction 
est stablement équivalente à x“*'en 0. id 


Théorème. Les fonctions de n variables à point critique Ô de corang 
& < n forment un ensemble de codimension k (k — 1)'2 dans l'espace 
des germes de fonctions dont la valeur critique en Ù est 0. 

Démonstration. Voir n° 2.2, p. 21. 

En particulier, l'ensemble de telles fonctions est de codimension 
3 pour le corang 2, de codimension 6 pour le corang 3 et de codimen- 
sion 10 pour le corang 4. Par conséquent, dans les familles génériques 
1- et 2-paramétriques de fonctions. on ne rencontre que des singula- 
rités de corang 1 ; si le nombre de paramètres est inférieur à 6, le 
corang des singularités ne dépasse pas 2 : si le nombre de paramètres 
est inférieur à 10, le corang ne dépasse pas 3. Ainsi, en établissant 
la classification des singularités de fonctions appartenant à des 
familles génériques, on peut se limiter aux fonctions de deux va- 
riables si la famille a moins de 6 paramètres, et aux fonctions de 
trois variables si la famille a moins de 10 paramètres. 


11.2. Singularités élémentaires de corang 2. La classification 
des fonctions de deux variables de 2-jet nul (f € m*) commence par 
celle des termes de degré 3 de la série de Taylor. On démontre sans 
peine le 


Théorème. Une forme cubique de deux variables peut être ramenée, 
par une transformation C-linéaire, à l'une des formes suivantes: 
C2 
1) z°y + y°, 


4) 0 
(dans le cas réel: x°y + y°, . ..). 
Il faut ensuite considérer chaque cas séparément. 


Théorème. Une fonction de forme cubique initiale x°y + y* est 
équivalente à sa forme initiale. 

La démonstration de ce théorème simple sera donnée plus loin, 
au n° 12.6 où une méthode générale est proposée. 

Plaçons-nous dans le cas 2). Considérons le diagramme de New- 
ton (fig. 47) qui,-à une série f — d'ap.at Ut, fait correspondre un 
support supp f constitué de points entiers (p, qg) du plan R°, qui 
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sont les exposants des monômes de la série à coefficients non nuls: 


supp f = {(p, g) € R°: ap,4 Æ U}. 


La méthode de rotation de la règle de Newton (voir [226]) consiste 
à tracer, par le point exposant d’un monôme marqué du support, 
une droite (la « règle ») séparant le point O des points non marqués 
du support. et à faire tourner cette 
dernière autour de l'exposant marqué 
jusqu à ce quelle rencontre l'exposant 
d'un autre monôme présent dans la 
série (les points du support peuvent 
être assimilés à des clous plantés dans 
une planche). 

q Dans le cas considéré 2) on n’a 
qu'un seul monôme r°y de degré <3. 
Marquons ce monôme et posons la règle 
suivant le pointillé. En tournant la règle, 

nous rencontrerons, tour à tour. les points entiers qui correspon- 

dent aux monômes y*. zxy$ et y°, yf. xy' et y', ... 

Cas 2a. La règle rencontre un point unique (q, 0) de l'axe des g. 
On montre alors que tous les autres points du support ne changent 
pas la classe d'équivalence de la fonction: celle-ci se réduit à la 
forme normale r°y + y* (voir n° 12.6). 

Cas 2b. La règle rencontre deux points qui correspondent aux 
monômes zy"*l et y®“**1. Considérons le polynôme défini par ces 
points : 


ROUE 


Fig. 47 


À x°y + Bzry** + Cy*"1, A Æ 0. 


Ce polynôme sera appelé partie principale de la fonction envisagée. 
Considérons le plan muni de coordonnées (x, :), où z — y*. Les zéros 
de la partie principale définissent sur ce plan trois droites d’équa- 
tions 

20, LNAZ, Lx. 


Les changements x = x’ + Ày définissent des difféomorphismes du 
plan (x, y). Ceux-ci transforment la partie principale indépendam- 
ment du reste de la série de jf (les monômes dont les exposants se si- 
tuent strictement au-dessus de la règle n’affectent. après transforma- 
tion, que les valeurs des monômes dont les exposants se situent stric- 
tement au-dessus de la règle ; des détails seront donnés au n° 12.6). 

Quitte à choisir convenablement À. on peut toujours annuler Île 
coefficient B. Le cas 2b s’en trouve réduit au cas 2a. La multipli- 
cité . point critique de la fonction x°y — y" se calcule facilement : 
u = À + 1. 


Définition. Un point critique équivalent à celui de la fonction 
z°y + y"! s'appelle point critique de type D. 
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Tous les points de corang 2 (de multiplicité finie) à 3-jet x°y + y* 
ou x°y sont d'un des types D. 

Les fonctions présentant des singularités plus compliquées for- 
ment un ensemble de codimension 5. Dans les familles à quatre para- 
mètres au plus, on ne rencontre donc que des singularités 4, (pu < 5), 
D, et D, *). 

Il est clair qu’à l'étape suivante de la classification (étude du 
cas 3)) on tournera la règle autour de l’exposant du monôme 2°; 
puis l’étude du cas 4) commencera, elle, par la classification des 
ä-formes de deux variables, et ainsi de suite. 

On voit donc que la classification comporte plusieurs étapes: 
4) une rotation de la règle, 2) l'étude de la partie principale, 3) l’étude 
des termes de plus haut degré. 

Une technique formelle permettant d'entreprendre ces calculs 
est celle des filtrations dans l'algèbre des fonctions (ou des séries). 
On peut associer à chaque filtration de ce type ses espaces de quasi- 
jets de fonctions et ses groupes filtrés de quasi-jets de difféomorphis- 
mes et ses algèbres de Lie des (quasi-) jets de champs de vecteurs. 

Le cas le plus simple et le plus fréquent est celui d'une filtration 
quasi homogène. On est conduit à considérer alors le groupe de Lie 
de difféomorphismes quasi homogènes. dont le rôle dans cette théorie 


*) Cette assertion est souvent appelée « théorème de Thom » ou « règle 
des sept catastrophes de Thom ». En réalité. R. Thom n'a annoncé, en (989 
ES classification tapolagique des systèmes dynamiques gradients qui con- 
uit à cette mème liste {voir [275]. La différence entre la classification de: 
Thom et la classification différentiable exposée plus haut est à peu près la 
même re le non-homéomorphisme de l’ellipse et de l’hyperbole d'une 
part et le théorème de la réduction à la forme canonique d’une forme quadrati- 
que d'autre part. Thom affirmait que pour établir une classification tapolagique- 
des systèmes gradients et de leurs diagrammes de bifurcations il suffit de classi- 
fier les fonctions et leurs bifurcations. A strictement parler. ceci n’est pas vrai 
Hs exemple contraire au niveau de D, est exhibé en 1971 par J. Guckenheimer 
142])). La table de bifurcations dressée par Thom pour les familles locales 
typiques de systèmes gradients s'est donc avérée incomplète déjà pour trois 
paramètres. Selon Thom. dans le cas de 4 paramètres, le nombre de bifurcations 
RAS de systèmes gradients locaux est sept (le « sept magique » ou le « sept 
célèbre » des catastrophistes). En réalité, le nombre de ces bifurcations serait 
de l’ordre de 20. N'est mème pas strictement prouvée la finitude du nombre. 
v (1) de bifurcations typiques de systèmes gradients locaux dépendant de 
paramètres, à l’homeomorphisme des diagrammes de bifurcation près, pour 
[= 3. Thom donne v (1) = 1. v (2) = 2. Le cas de ! = 3 est traité dans les 
travaux récents de G. Vegter [314] et B. Hessine (1985). Selon Hessine. le 
nombre de types topologiquement distincts de D, dans les systèmes typiques 
est 3, i.e. v (3) — 6. Il serait donc plus logique d'appeler « conjecture de Thom » 
et non « théorème de Thom » l'affirmation portant sur la finitude du nombre 
de bifurcations topologiquement distinctes dans les familles /-paramétriques 
typiques de systèmes gradients dynamiques pour / < 4. Pour le moment. la 
finitude du nombre de bifurcations topologiquement distinctes n'est rigoureu- 
sement réfutée pour aucun /; pourtant pour un ! suffisamment grand les famil- 
les locales typiques présenteraient des modules par rapport à la classification: 
aux homéomorphismes près (cf. [231]). 
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æst analogue à celui du groupe linéaire dans le cas des jets ordinaires 
(cas qui correspond à la filtration suivant les degrés de l’idéal ma- 
ximal). 


$ 12. Singularités quasi homogènes et semi-quasi homogènes 


Nous développons un appareil de difféomorphismes quasi homo- 
gènes et semi-quasi homogènes permettant de réduire aux formes 
normales les singularités quasi homogènes et semi-quasi homogènes. 


12.1. Fonctions quasi homogènes et filtrations. 

Définition. Considérons l’espace arithmétique C" muni de coor- 
données fixes x. .... x,. Une fonction holomorphe f: (C", 0) + 
— (C, 0) est appelée fonction quasi homogène de degré d à exposants 
Gr + + -» En Si pour tout Z >0ona f (2%r,....,)0nx,) = A df (x... 
... tn). Les exposants &, sont aussi appelés les poids des variables x. 

En termes de la série de Taylor f = “fix. la condition de quasi- 
homogénéité de degré 1 signifie que tous les exposants des termes 
aon nuls de la série appartiennent à l'hyperplan 


T= fk:ak, +... + ak, = 1}. 


Exemple. La fonction x° + y° est quasi homogène de degré 1 à 
exposants 12, 13 


Dans le texte qui suit. nous considérerons des fonctions quasi 
homogènes de degré 1 à exposants rationnels, 0<a,<1,2. De telles 
fonctions sont toujours des polynômes. L'hyperplan l sera appelé 
diagonale. La diagonale | intercepte sur les axes de coordonnées 
des segments de longueur a, = 1'x.. 


Définition. Une fonction quasi homogène f est non dégénérée 
si 0 est son point critique isolé (i.e. si 0 est un point critique de mul- 
tiplicité u finie). 

Les fonctions quasi homogènes dégénérées forment une hyper- 
surface algébrique dans l’espace vectoriel de tous les polynômes qua- 
si homogènes à exposants de quasi-homogénéité donnés, à condition 
que cet espace contienne au moins une fonction non dégénérée. 

À chaque type de quasi-homogénéité (i.e. à chaque famille d’ex- 
posants &) est associée une filtration particulière dans l’anneau des 
séries entières (fonctions, germes, etc.). 


Définition. On dit qu’un monôme x* — r*: ... a est de (quasi-) 
degré (ou de poids) d'si (æ, k) = ok +... + œnkn = d. 


Les (quasi-) degrés des monômes sont des nombres rationnels. 
Les exposants de tous les monômes de degré d (de type donné) ap- 
partiennent à un même hyperplan parallèle à la diagonale T. Choi- 
sissons un type de quasi-homogénéité, i.e. une famille d'exposants @. 
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Définition. Un polynôme (série entière, germe, fonction) est 
d'ordre d si les monômes qui le composent sont tous de degré égal ou 
supérieur à d ; dans le cas où d'est le (quasi-) degré de tous les mon- 
mes, on dit que d'est le (quasi-) degré du polynôme ; on admet que 0 
est de degré +00. 

Les polynômes (séries, germes) d’ordre d forment un espace vec- 
toriel Ay; Ay € À, quand d<< d’. L'ordre du produit étant égal à 
la somme des ordres des facteurs, À; est un idéal dans l’algèbre des 
polynômes (séries, fonctions). Soit À cette algèbre. L'algèbre quotient 
A/A, est appelée algèbre des d-(quasi-) jets, et ses éléments, les d- 
(quasi-) jets. 

Par ordre q (f) d'un polynôme (série, germe), on entend générale- 
ment le plus grand des nombres d tels que f € Au. Les ordres de tous 
les polynômes (séries, germes) possibles appartiennent à une même 
progression arithmétique rationnelle: œ (f) € Z:d,. où d, est la 
plus grande commune mesure des nombres &, (la partie initiale de 


la progression peut ne pas être complètement remplie de valeurs 
de ®). 


Définition. On dit qu'un polynôme (série entière, germe) est 
semi-quasi homogène de degré d à exposants «;, . .., &, s’il est de la 
forme f = fo + f', où f, est un polynôme quasi homogène non dégé- 
néré de degré d à exposants «&, et f” un polynôme (série, germe) d'or- 
dre strictement supérieur à d. 

Autrement dit, une fonction semi-quasi homogène se déduit de 
la fonction quasi homogène non dégénérée par l’adjonction de mo- 
nômes dont les exposants sont situés au-dessus de la diagonale. Re- 
marquons qu'une fonction quasi homogène dégénérée n'est jamais 
semi-quasi homogène. 

Donnons-nous une famille de monômes qui forment une base 
dans l’algèbre locale pour un polynôme quasi homogène non dégé- 
néré fo. Soit e, . . ., €, la famille de tous les monômes de base dont 
les exposants sont situés strictement au-dessus de la diagonale. 


Théorème. Toute fonction semi-quasi homogène de partie quasi 
homogène f, est équivalente à une fonction de la forme fo+Ycren, 
où les c, sont des constantes. 


Exemple 1. Si fo = z°y + y", alors f — fo. 

Exemple 2. Si fo = 2° + y, alors f = z5 + yô + cry. 

Démonstration. Voir n° 12.6. 

12.2. Multiplicité et générateurs de l’algèbre locale d’une fonction 
semi-quasi homogène. D'abord nous montrerons qu’une base mono- 


miale de l'algèbre locale d’une fonction holomorphe quasi homogène 
non dégénérée est aussi une base pour toute fonction semi-quasi 


11-0465 
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homogène dont la partie quasi homogène est la fonction mentionnée. 
On peut admettre sans perte de généralité que la partie quasi homo- 
gène soit de degré d = 1. 


Théorème. La multiplicité du point critique 0 d'une fonction semi- 
quasi homogène f est NxS à celle du point critique 0 de sa partie quasi 
homogène: u (f) = 

Démonstra 4 i © n. Soit une famille de sph res topologiques 


Sr= {zx € C*: [+ Hal =}, a, = 1/a,. 
La quantité u (f) est égale au degré de l’application 
x + (0f/0x)/|| 0f/0x |, ES, 


pour t{ petit. Pour tout point xE€S,, il existe au moins une 
dérivée df/0r, non nulle (puisque f, est non dégénérée). 
Il existe donc une constante c telle que max | 0f/ôx, | > c 0 


sur S,. Remarquons que S,= T,S,, où T4 (ti, - + +, Tn) = (tx, ..., 

.., t’nzh). Ensuite, la dérivée partielle 0f./0x, est quasi homogène 
de degré 1 — «, de type «. Par conséquent, on a | df./0x, | > cts 
en tout point de la sphère S, au moins pour uns. 

D'autre part, f” est d'ordre non inférieur à 14 + d,, où d, est la 
commune mesure des &,. Il existe donc une constante C telle que 
| ôf'/0x, | & Ct'+*É-% sur S, pour s quelconque. 

La comparaison avec l’inégalité précédente nous montre que, 
pour t suffisamment petit, on ne trouve sur S, aucun point critique 
de fonctions f, + 0f, 0 < 6 < 1. Par conséquent, les applications 
sphère sur sphère définies par les gradients f, et fo + f” ont même 
degré, ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. On montre d’une façon analogue que toutes les fonc- 
tions quasi homogènes suffisamment proches de f, et de même degré 
de quasi-homogénéité que f, ont même multiplicité u. Ensuite, puis- 
que les fonctions quasi homogènes non dégénérées d’un degré donné 
forment un ensemble connexe, la multiplicité u est la même pour 
toutes les fonctions quasi homogènes non dégénérées de degré donné 
(et donc pour toutes les fonctions semi-quasi homogènes de degré 
donné et de type donné). 

La multiplicité u du point critique 0 de f se laisse définir aussi 
en tant que dimension de l’algèbre locale 


Qr = Cllzs, ..., z1l/(6f/ôx1, . . ., 6flôxn). 


Par abus de langage, nous appellerons base de l’algèbre locale de f 
une famille de u séries (polynômes, germes) qui devient base de @, 
sur C par passage au quotient par l'idéal. 

Le théorème cité donne lieu au 
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Corollaire. Supposons que la famille de monômes e;, . .., e, soit 
base de l'algèbre locale de la partie quasi homogène f, d'une fonction 
semi-quasi homogène f. La même famille de monômes définit alors une 
base de l'algèbre locale de f. 

La démonstration du corollaire s’appuie sur un lemme de carac- 
tère général : 


Lemme. Supposons qu'une famille de fonctions différentiables 
dépendant continüment d’un nombre fini de paramètres ait pour toutes 
valeurs des paramètres un point critique O de multiplicité finie un cons- 
tante. Alors toute base de l'algèbre locale de la fonction correspondant 
à la valeur nulle de paramètres reste base de l'algèbre locale pour toute 
valeur proche des paramètres. 

Démonstration du lemme. Le lemme découle du 
fait que si, dans un espace de dimension finie, sont donnés une fa- 
mille de vecteurs formant une base d'espace transversal et un sous- 
espace qui dépendent différentiablement de paramètres, cette fa- 
mille reste base d’espace transversal pour des valeurs des paramètres 
proches des valeurs initiales. 

Pour rendre l’espace de dimension finie, il suffit de passer au 
quotient de l'algèbre C [{x;, . .., x,}] par un idéal maximal de degré 
suffisamment élevé (par exemple u + 1, voir n° 6.4). 


Démonstration du corollaire. Soit une fonction 
semi-quasi homogène f = fo + f. Montrons que le passage de fo 
à f peut être considéré comme une petite déformation. Construisons 
une famille 1-paramétrique de fonctions f, (x) — t"!f (T;r), où 
Tux = (toix,, ..., t°nx,). On a fe (x) = fo + t"!f! (Tax), où tous 
les coefficients du deuxième terme dépendent continüment de ft, 
car l’ordre de f’ est supérieur à 1. D’après le lemme, une base de l’al- 
gèbre locale de f, reste base de l’algèbre locale de f, si t est suffisam- 
ment petit. Une base de l’algèbre locale de f, passe à une base de 
l'algèbre locale de f sous l’action du difféomorphisme 7, qui lie f 
et f:. Or, tout monôme se transforme par T',en un monôme proportion- 
nel. Aussi une base monomiale de @;, est-elle non seulement base 
de Q;, pour t petit mais aussi celle de Q,, ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. Le nombre des monômes de base, de (quasi-) degré à 
donné, de l'algèbre locale d'une fonction quasi homogène ou semi-quasi 
homogène f est indépendant du choix de la base monomiale dans l'al- 
gébre locale. 

Démonstration. Considérons l’espace quotient 


As/(4>s+ 430), 


où 7 — (0f/0x., ..., 0f/0x,), A4 est l’espace des séries d'ordre à dans 
C [{z1, . . ., Znll, Ass l’espace des séries d'ordre supérieur à 6. 


11% 
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Le nombre des monômes de base de degré à est égal à la dimen- 
sion de l’espace quotient en question, conc indépend nt du choix 
de la base. 


Corollaire. Le nombre des monômes de base, de (quasi-) degré donné 
(pour un type « donné), de l'algèbre locale d'une fonction f est le même 
pour toutes les fonctions semi-quasi homogènes f du type x donné de 
degré d. 

Démonstration. Il suffit de considérer des fonctions 
quasi homogènes non dégénérées (une fonction semi-quasi homogène 
a la même base). Les fonctions quasi homogènes non dégénérées d’un 
degré d donné (du type «) forment une variété connexe par arcs (qui, 
si elle est non vide, forme le complémentaire d’une hypersurface 
dans l’espace vectoriel). Le nombre des monômes de base de degré Ô 
de l'algèbre locale est localement constant le long d'un arc joignant 
deux points quelconques de cette variété, car une même base con- 
vient à deux fonctions proches (voir lemme). Par conséquent, le 
nombre des monômes de base est constant, ce qu'il fallait démontrer. 


12.3. Applications quasi homogènes. Dans ce n° nous calculerons 
quelques caractéristiques numériques des applications quasi homo- 
gènes, en particulier la multiplicité u et le polynôme de Poincaré p. 

Choisissons le type de quasi-homogénéité æœ = (æ&;, ..., æ,) 
dans l’espace C" muni d’un système de coordonnées fixe. Nous con- 
sidérerons des applications F: (C”, 0) — (C", 0) en utilisant les 
notations désuètes F (x,, ..., x») = (F, (x), ..., F, (x)). Soit d — 
= (d,, ..., d,) un vecteur à composantes non négatives. 


Définition. On dit que l'application F est quasi homogène de degré 
d (de type a) si chaque composante F, de F est fonction quasi homo- 
gène de degré d, d'un même type &. 

Par algèbre locale de F, on entend l’algèbre quotient 


O(F)= Cle, .. 2l(F, ... Fi). 


On dit que l'application F est non dégénérée si sa multiplicité en 0 
est finie, i.e. si son algèbre locale Q (F) est de dimension finie sur C: 
cette dimension a = dimc Q (F) est appelée multiplicité de F en 0. 

On dit que l'application Fest semi-quasi homogènesi F = F, + F, 
où F, est une application quasi homogène non dégénérée et chaque 
composante F; a un ordre supérieur au degré de la composante cor- 
respondante Fo. 

Si f est une fonction semi-quasi homogène de degré d (de type «), 
l'application x > grad f (x) est semi-quasi homogène de degré d, = 


= d—a.. 


Proposition 1. Les assertions du n° 12.2 sont vraies non seulement 
pour les applications gradientes x — grad f (x) (pour lesquelles elles 
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ont été formulées) mais aussi pour toute application quasi homogène ou 
semi-quasi homogène. 

Par exemple, toutes les applications semi-quasi homogènes de 
même degré d (et de même type «œ) ont même multiplicité u. 


Remarque. Ces résultats restent vrais sur tout corps commutatif 
algébriquement clos (A. Kushnirenko [179]). Dans le cas du corps C 
la démonstration se fait comme dans le n° 12.2. 

La classe des applications quasi homogènes est fort utile pour 
l'étude des fonctions quasi homogènes, car les homotopies et les 
changements des variables y sont plus faciles que dans le cas des 
gradients. En particulier, la proposition suivante (cf. [219]) permet 
de passer par une simple substitution de l'application quasi homo- 
gène à une application homogène. 


Proposition 2. Soit F: C"—> C" une application quasi homogène 
dont le type et le degré ont même dénominateur N: x, = A,/N et d, = 
= D,/N, où À,, D,et N sont des entiers. Considérons une applica- 
tion T: C"—>C'" définie par 

AUTTREES Yn) = (y, "..) yen). 
A lors : 

1) L'application F ° T: CC" a pour composantes des fonc- 
tions homogènes (au sens habituel) de degrés D,, ..., D. 

2) AA T) = pu (F) ITA. 

3) Si ex, - - ., e, est une base monomiale de l'algèbre locale de 
l’application F, une base monomiale de l'algèbre locale de l'application 
F © T est formée de fonctions 

eju—(TYe)yi ...yir, où 1<i<p, 0<Ku,< A, 

Démonstration. 1) Un monôme z* définit dans la 
s-ième composante de l'application F°T un monôme Ily"s"s de degré 
DkAA,=N(k, a) = Nd,=D,. 

2) La formule de la multiplicité s'obtient en discutant le système 
d'équations (F © T)(y) = e par rapport à y. 

3) Les fonctions e;,, engendrent l'algèbre locale tout entière. 
En effet, toute fonction de y se laisse mettre sous la forme = 
= y" T*o,, et toute fonction de x, sous la forme pp, = ci, ei + 


+ SFR, uw. Donc, 
p = > C£, uy"T*e;, + 2 y“h,, ln PS 


i.e. les e;,, engendrent © (F © T). Puisque le nombre des fonctions 
e;,. est égal à 1 (F © T), elles forment une base. La proposition 2 
est démontrée. 


Définition. On appelle polynôme de Poincaré de l'application semi- 
quasi homogène F (avec «, = A,/N, où À, et N sont des entiers) 
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un polynôme pp (t) = ut, où us est le nombre des monômes de 
base de l'algèbre locale de F de quasi-degré i/N. 

Remarquons que même pour un type de quasi-homogénéité donné, 
p dépend en outre de l’entier V. Cependant tous les N possibles ad- 
mettent un commun multiple, à savoir le plus petit commun dé- 
nominateur des fractions «&, et Pr:an,a(t) = Pr: nN.a(t“). La di- 
mension de l'algèbre locale se définit par la formule u = pr (1). 
Le degré du polynôme p- est le plus grand des quasi-degrés (mul- 
tipliés par V) des monômes générateurs de base de l'algèbre locale. 


Théorème (cf. [18], [63], [229]). Le polynôme de Poincaré d'une 
application (semi-) quasi homogène F de degré d de type « telle que 
&;s = AN, d,=D,/N (4,, D,, N entiers) est égal à 


Pr (t)= fl À: 


ses Î 


Exemple. Si F = grad f, où f est une fonction (semi-) quasi homo- 
gène de type & (de degré 1), on a 


n = 
tN-A 


pr(t)=[| ra 


semi 
Ce théorème donne immédiatement lieu à quelques formules utiles. 


Corollaire 1 (cf. [18], [63], [219]). La dimension de l'algèbre locale 
d'une application semi-quasi homogène est définie par la « formule de 
Bésout généralisée » 


Corollaire 2 ([18], [249]). L'algèbre locale d'une application semi- 
quasi homogène F admet exactement un monôme de base de (quasi-) 
degré 


dax — 2 (d, — as); 


tous les monômes d'ordre plus élevé appartiennent à l'idéal engendré 
par les composantes (F,, ..., 

Considérons en particulier l° algèbre locale d’une fonction semi- 
quasi homogène f de type (œ&;, ..., An) de degré 1. On a alors d, 
= 1 — «,, d'où le 


Corollaire 3 (cf. [18], [63], 1219]). La dimension de l'algèbre locale 
d'une fonction semi-quasi homogène f de type (&;, . .., &n) de degré 
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se définit par la formule 
| 
u = [I (= 1) , 


Corollaire 4 (voir [18], [249]). Une base monomiale de l'algèbre lo- 
cale d'une fonction semi-quasi homogène f de type (æ&1, ..., æ«,) de 
degré 1 admet exactement un générateur de degré (généralisé) d,,., = 
= Ÿ (4 — 2a,); tous les monômes de degré plus élevé appartiennent à 
l'idéal (0f/0x,, . . ., àf/8zx,). 

Voici quelques autres conséquences immédiates du théorème. 


Corollaire (voir [18]). Le polynôme de Poincaré d'une application 
semi-quasi homogène est toujours récurrent : 


Di = Mr 
où k— SD, — YA, 


Corollaire (voir [18]). Le degré généralisé de l'avant-dernier (en 
quasi-degré) monôme d'une base monomiale de l'algèbre locale d'une 
fonction quasi homogène de type (a, ..., &,) de degré 1 est égal à 

ax — mins OÙ Œmin—= Min (&;, ..., Ah). 


Corollaire (voir [18]). Une application quasi homogène non dégé- 
nérée de type « = A/N de degré d = D/N ne peut exister que si le 


polynôme || (t°?+ — 1) est divisible par [I (ts — 1). 


Corollaire (voir [18]). Une fonction quasi homogène non dégénérée 
de type a (a, = A,/N) ne peut exister que si |] (ts — 1}/[[(4%: — 4) 
est un polynôme. 


Remarque. Dans le cas des fonctions de deux et de trois variables, 
la réductibilité de la fraction [| (Ts 1y/[| (ts — 4) est à la 
fois la condition nécessaire et suffisante d'existence d’une fonction 
quasi homogène non dégénérée à exposants À ./N (voir $ 13, p. 184). 
Ce n’est pas le cas pour les fonctions de quatre variables, comme le 
montre un exemple dû à B. Ivlev: 


N = 9265, Ai=1, A:—=24, A,=33, À,= 58. 


Dans cet exemple, le quotient est un polynôme à coefficients non 
négatifs, mais toutes les fonctions quasi homogènes à exposants À ,/N 
sont dégénérées. 

Les résultats énumérés ci-dessus ont été maintes fois redécouverts 
(Milnor, Orlik et Wagreich, Saito, Hironaka). En fait, on trouve 
déjà ces résultats dans Bourbaki [63] (voir prop. 2, n° 1, $ 5, chap. 5, 
titre « Série de Poincaré d’une algèbre graduée »). 


Démonstration du théorème. Il suffit de consi- 
dérer le cas où F est une application quasi homogène non dégénérée 
(voir n° 12.2 et proposition 1). Faisons le changement 7 donton a 
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usé dans la proposition 2. De la forme des générateurs de l’algèbre 
locale de F ° T il ressort que 


Pret: 1.1) =PrinaU)Pr: 1,1), où 1—=(1,...,1). 


Il est facile de calculer sous forme explicite les polynômes de 
Poincaré des applications homogènes au sens habituel T'et F°T 
intervenant dans cette formule. En effet, pour l'application x = yA 
on a 

1 —1 
Peer" 
d’où 
ei 


Pr(t)=|I| Dre 


sm! 


(ici et dans le texle qui suit, on omet d'indiquer le couple (W, œ) = 
= (1, 1) dans la notation de p). 

D'autre part, F + T est une application non dégénérée, qui ad- 
met comme composantes des fonctions homogènes de degrés D. 
Par conséquent (en accord avec la proposition 1 et le n° 12.2), elle 
a le même polynôme de Poincaré que toute autre application homogène 
non dégénérée de mêmes degrés. Ce peut être par exemple une appli- 
cation 7° telle que 


T° (Y: .) Un) =(Y", .. yen. 
Donc, 
ñ 


781 
Pror()= Pr (£) ee Il t—1 


sm 


La formule de pk s'obtient par division des formules de p,.. et de 
Py. Le théorème est démontré. 


12.4. Difféomorphismes quasi homogènes et quasi-jets. Plusieurs 
groupes et algèbres de Lie sont associés à la filtration définie par le 
type de quasi-homogénéité &. Dans le cas de l’homogénéité 
ordinaire, ce sont le groupe linéaire, le groupe des -jets des 
difféomorphismes, son sous-groupe des k-jets à À—1-jet identique 
et leurs groupes quotients. Pour la filtration quasi homogène, on a 
des groupes analogues qui se définissent comme suit. 

Considérons un espace C” rapporté à un système de coordonnées 
(Zi, + - .«, Zn) figé. Désignons l'algèbre des séries entières formel- 
les *) des coordonnées par À = C [{x,;, ..., x,ll. Le type de quasi- 

*) La plupart des résultats qui vont suivre s'étendent immédiatement au 


cas où À est l'algèbre des séries convergentes sur C ou R ou l'algèbre de germes 
de fonctions différentiables. 
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homogénéité est supposé donné: æœ —=(&;, ..., &n). Par A; nous 
désignons l'idéal de l’algèbre À engendré par les séries d'ordre égal 
ou supérieur à d. Ensuite, nous désignons par À4., l'idéal de l'al- 
gèbre A4 engendré par les séries d'ordre strictement supérieur à d. 

Un difféomorphisme formel g: (C", 0) — (C", 0) se définit par 
une famille de x séries entières sans terme constant et définit un 
isomorphisme d’algèbres g*: À — À d’après la formule g*f = fog, 
où c est la substitution d’une série dans une autre. 


Définition. Le difféomorphisme £g est d'ordre d si pour tout À on à 
(g*—1) 41€ Aa. 


Proposition 1. Soit d > 0. Alors l'ensemble de tous les difféomor- 
phismes d'ordre d muni de l'opération °< forme un groupe G; = Ga(a). 

Démonstration. Remarquons tout d’abord quesid > 0, 
on a £g*A, = À, pour À quelconque (g*A4,€ À;, car d > 0, et 
g*-14, © À;, parce que l’espace quotient 4/4; est de dimension 
finie). Où a donc pour a, bE€G, 


[(a:b)*—1]4, 10% (a*—1)+(L*—1)] 41€ Asa. 
(a-1*—1)4,=a-1*(1— a*) A,<C A +4: 
ce qu'il fallait démontrer. 


Proposition 2. Le groupe G, est un sous-groupe distingué dans G;. 
si g>p > 0. 

Démonstration. La définition de G, n'implique que la 
filtration {4,}. Invariante par G,, cette filtration est a fortiori 
invariante par le groupe G, plus petit. Il s'ensuit qu’un sous-groupe 
défini en termes de cette filtration est invariant, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 


Le groupe G, est dans le cas quasi homogène ce qu'est le groupe 
des jets de difféomorphismes dans le cas homogène. Il est à noter que 
dans le cas quasi homogène certains difféomorphismes ont des ordres 
négatifs et ne figurent pas dans G4. 


Définition. On appelle groupe des d-(quasi-)jets de type « le groupe 
quotient du groupe des difféomorphismes par le sous-groupe des dif- 
féomorphismes d'ordre supérieur à d: 


Ja = Ja (a) = Go/Gsa. 


Il est clair que J'4 est un groupe de Lie de dimension finie. Il 
existe des factorisations canoniques ñ%»,0: J, + J4 (p >q > 0). 


Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que dans le cas 
homogène ordinaire notre numérotation est décalée de 1 par rapport 
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à la numérotation standard : notre J, est le groupe des {-jets, et ainsi 
de suite. 


Proposition 3. On peut déduire le groupe J, de J, par une suite d’er- 
tensions à fibres commutatives. Plus exactement, soit A, le terme de la 
filtration immédiatement postérieur à À,. Alors le noyau K de l’ho- 
momorphisme ñ»,4 est conmutatif. 

Démonstration. Soient À, BE K. Considérons leurs 
représentants quelconques a, b € G,. On a l'identité 


(aob)* — 1 = (a* — 1) + (b* — 1) + (b* — 1) (a* — 1). 
Ensuite, pour tout À on a 
(a* — 1) 4, Asp (b* — 1) AC Asp 


car les g-jets de a et b sont triviaux. Donc [(a © b)}* — (b « a)*] A,€ 
€ À,,:p. Par conséquent, a » b et b « a définissent le même élément 
de J,, ce qu'il fallait démontrer. 


Une importance particulière revient au groupe J, qui est une 
généralisation quasi homogène du groupe linéaire. 


Définition. On dit que le difféomorphisme g € G, est quasi ho- 
mogène de type a s’il renvoie à lui-même chacun des espaces de fonc- 
tions quasi homogènes de degré d (de type «@). 

L'ensemble de tous les difféomorphismes quasi homogènes (d’un 
type fixé) a une structure de groupe. Noté H(—H(aœ)), ce groupe s'ap- 
pelle groupe des difféomorphismes quasi homogènes. 

Considérons l'injection canonique i: H — G, et la factorisation 
HR: Go — Jo. 


Proposition 4. Le groupe J, est canoniquement isomorphe au groupe 
H des difféomorphismes quasi homogènes ; plus exactement, l'applica- 
tion composée ni: H — J, est un isomorphisme de groupes de Lie. 

Démonstration. a) Ker ni —e. En effet, Ker ni — 
= H MN G:,. Donc, pour un k € Ker ri et pour tout monôme f de 
degré d, (h* — 1) f appartient à l'espace des fonctions homogènes 
de degré d, tout en étant d’un ordre supérieur à d. Donc (h* —1) f —0 
pour tout monôme f, d’où À = e. 

b) Im ri = J,. Pour le démontrer, écrivons sous forme explicite 
l'application inverse J, —+ H. Soient zx;, ..., x, des coordonnées 
dans C”, et soit un difféomorphisme g € G,, représentant d’un jet 
j € Jo. Considérons la série g*zx; € À,.. Isolons dans cette série une 
composante homogène y; de degré &;, de sorte que g*zxz; = y; + 23, 
z1 € A4, Définissons une application polynomiale h"1: C? — C? 
par la relation h*x; —y;. Pour voirsihest bien un difféomorphisme, 
calculons le déterminant jacobien: 


det GE 29 = det 
ZT} 


oy; 
OZ; 


LR. 
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Le terme R contenant des dérivées de z s’annule à l’origine. En effet, 
chaque terme du déterminant de y est homogène de degré 0 en zx. 
Tous les termes en z sont d'ordre positif, car z:; € Apa;. Aussi 


REA-,et R(0)=—0. Les jacobiens de g et de k en 0 coïncident, ce 
qui signifie que le jacobien de = en 0 est non nul, d’où il ressort que 
hk est bien un difféomorphisme. L'automorphisme d’algèbres h* con- 
serve les degrés de tous les monômes, car il conserve les degrés des 
coordonnées z;. Il s'ensuit que À € H. De toute évidence rih = j, 
et la proposition est démontrée. 


Proposition 5. Soit d > 0. Alors le groupe J, des d-quasi-jets de 
difféonorphismes opère comme le groupe des transformations linéaires 
sur l’espace A/A. 4 des d-quasi-jets de fonctions. 

Démonstration. Soit g EG. Alors l’action de g laisse 
invariant le d-quasi-jet de toute fonction f, car fog—f€EA-u. 
Par conséquent, l’application (4, f) + f © k définit une application 
Ja X (A/A53) — A/Asa, ce qu’il fallait démontrer. 


Remarque. Au cas où l’'homogénéité s'entend au sens ordinaire, 
on a déjà le groupe des (4 — 1)-jets de difféomorphismes opérant sur 
l'espace des #-jets de fonctions (dans nos notations). L’action ana- 
logue dans le cas quasi homogène est celle du groupe des 
(d — min «,)-jets. 


12.5. Champs de vecteurs quasi homogènes. Dans le cas infini- 
tésimal, les notions introduites ci-dessus se présentent comme suit. 


Définition. Un champ de vecteurs formel v = Y v;0/0x; est d'or- 
dre d si la dérivation le long de v augmente l’ordre de toute fonction 
d'au moins d: L,.A,C À4,;,4. Soit 9, l’ensemble des champs de 
vecteurs d'ordre d. La filtration introduite dans le module des champs 
de vecteurs (i.e. des dérivations de l’algèbre À) est compatible avec 
la filtration dans l'algèbre : 


aE Ag DE > av E Guso, La € Ass. 


Proposition. Soit d>0. Alors 1) le crochet de Poisson de deux champs 
de vecteurs munit l’espace 8, d'une structure d’algèbre de Lie, 2) le 
crochet de Poisson de deux éléments de ga, et de g:, appartient à ga,+4, 
si bien que chaque 94 est un idéal dans l'algèbre de Lie g,. 

Démonstration. Si fEA;,, m E ga, v:E a, alors 
(L..L,, — L,,L..,) f € Ajiya+a, ce qu'il fallait démontrer. 


L'ordre d’un champ de vecteurs est lié par une relation détermi- 
née aux ordres de ses composantes. 


Proposition. Ur champ v© = Yv;0/0zr; est d'ordre d (de type a) 
si et seulement si chacune de ses composantes v, est une fonction (série) 
d'ordre d + ai. 
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Avant de démontrer cette proposition, définissons quelques no- 
tions. Nous appellerons monôme vecteur un champ de vecteurs de 
la forme x“0/0x;. Son degré, pour un type de quasi-homogénéité 
donné, sera un entier rationnel (peut-être négatif) (k, @) — «; = 
— (k — 1,, æ) de la même progression arithmétique à laquelle ap- 
partiennent les degrés des monômes ordinaires. Nous dirons d’un 
champ de vecteurs qu'il est (quasi) homogène de degré d si tous ses 
monômes vecteurs à coefficients non nuls sont de degré d. 

Démonstration de la proposition. Si 
v E Su, alors v, = Lt, € Aû+o, , car; EAo; Soit vi = Evi,rt*. 
Pour tout monôme f = x‘ _ a 


141 
L,.f = > V; = > lLivs, kT 


Si de plus v; € Auto, alors (k, a)>d—+a. Donc (l+k—1;,œ) > 
Z>{l, a) + d, ïi.e. LA,C A;sa, ce qu'il fallait démontrer. 


La proposition 3 du n° 12.4 donne immédiatement lieu au 


Corollaire. L'algèbre de Lie ja d'un groupe Ja des d-quasi-jets 
de cn mr est l'algèbre quotient j; = 90/84. Les applica- 
Lions Tip, q: induisent des homomorphismes d'algèbres 73, q%: 

— j,. Le a de l'application de j, dans l'algèbre des jets d'or- 
LE immédiatement inférieur est commutatif. 


Enfin, de la proposition 4 du n° 12.4 découle le 


Corollaire. Les champs de vecteurs quasi homogènes de degré 0 
forment, dans l'algèbre de Lie de tous les champs de vecteurs, une sous- 
algèbre de Lie a de dimension finie. L’algèbre de Lie a est canoniguement 
isomorphe à l'algèbre de Lie j, du groupe des O-jets de difféomor- 
phismes. 

Dans le texte qui suit, nous identifierons parfois les champs de 
vecteurs v avec des familles de 2 fonctions (ou séries) v:. 

Les deux propositions suivantes seront utiles par la suite pour 
la réduction à la forme normale des fonctions semi-quasi homo- 
gènes. 


Lemme. Soit F une série entière d'ordre d, et soit v un champ de 
vecteurs formel d'ordre & positif. Alors le terme résiduel R du dévelop- 
pement taylorien 


F(z+o(z)=F(x)++ LD+R 
est d'ordre strictement supérieur à d + 6. 


Démonstration. Puisque À est linéaire en F, il suffit 
de démontrer la proposition pour le cas où F est un monôme. 


Soient F=zx*, v— > v,9/0x,. Considérons un terme du développe- 
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ment taylorien qui contienne GlmiF/0x", m—(m,,...,m,). Les 
n 
monômes composant ce terme ont les exposants p=k-m+X li, 


où /, est l'exposant de l’un des monômes de la fonction vit. On 
mi 
a donc ne, 2 li,, Où L,7, est un des exposants ! du développe- 


ment U, = Sy x. Donc, 
n M; 
p=k+ > D (s—ti). 
4=1 j=1 


Or, puisque par définition (k, &) > d, (li, — 1;, «&) > 6 >0, 
on a (p, œ«) > d+ ]|m |6, où [m|=m +.. . + Mn. Ÿ Il S'en- 
suit que tous les monômes des termes de degré supérieur à env 
du développement taylorien sont d'ordre non inférieur à d + 26, 
ce qu'il fallait démontrer. 


Estimation. Soit F=F,+F, + F: où F,E Au FE Aa 
Fa € Apags; 0 = 00 + Us Où 00 E 95, D E >, Ô > 0. Alors 


F(z+o(x)= Fo(z)+| Fi (x) eo, ]+ A", R'E Asso. 


Démonstration. Soit F,+F, = F'". On a R°=R, + 
+ R: + À Sd R «où 
= F'(x+o(x)) —F' (x) + DE Aa (vu le lemme), 
oF 
R, = nr 0 = LeFoE Asa, 
F, 
Rs=to=LF 1€ A>a+6 


R,= F,(&+v(x) € Asa, 


ce qu'il fallait démontrer. 


12.6. Forme normale d’une fonction semi-quasi homogène. 
Considérons l'algèbre locale d'une fonction quasi homogène ou 
semi-quasi homogène f de degré d. Choisissons une famille de monô- 
mes qui forme une base de cette algèbre. 


Définition. On dit qu'un monôme est supérieur (ou situé au- 
dessus de la diagonale) (resp. inférieur, resp. diagonal) si, pour les 
exposants de quasi-homogénéité donnés, il est de degré supérieur à 
d (resp. inférieur à d, resp. égal à d). 
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Remarquons que les nombres de monômes de base supérieurs, 
diagonaux et inférieurs sont indépendants du choix de la base (voir 
n° 12.2). 

Soit e,, . - . e, la famille de tous les monômes supérieurs d’une 
base donnée de l’algèbre locale d'une fonction f,. 


Théorème (voir [18]). Toute fonction semi-quasi homogène de partie 
quasi homogène f, est équivalente à une fonction de la forme f,+ Y crex, 
où cn sont des constantes. 

La démonstration du théorème repose sur le 


Lemme. Soit f, une fonction quasi homogène de degré d, et soient 
€; - . -, €, tous les monômes de base d'un degré donné d' > d dans 
l'algèbre locale de f,. On peut alors réduire, par un difféomorphisme 
formel, toute série de la forme f, + f1, où l'ordre de f, est supérieur à 
d, à la forme fo + j;, les termes de f; de degré inférieur à d’ étant les 
mêmes que dans f, et ses termes de degré d’ se réduisant à c,e, + 
A mt 6 2 

Démonstration. Soit g la somme des termes de f, de de- 
gré d’. Il existe un développement (si l’on veut, à des termes d'’or- 
dre supérieur à d’ près, mais en réalité aussi sans ces Lermes) 


g= D 0 v,(r)+oe+...+ee,, 


car ex, .- - -, e sont les monômes de base. La formule reste vraie si 
au lieu du champ de vecteurs v on met un champ homogène de degré 

= d’ — d >0 (pour le montrer, il suffit de décomposer v en com- 
posantes homogènes). 

Considérons maintenant un changement de variables formel 
æ—=y—v(y). Montrons que c'est un difféomorphisme formel. En 
effet, le champ v étant de degré 6 positif, en numérotant les coordon- 
nées dans l’ordre décroissant des exposants &;,,la matrice jacobienne 
du changement en 0 sera trigonale, avec des 1 sur la diagonale. L'esti- 
mation du n° 12.5 nous donne 


f (y — 0 (y)) = fo (y) + LA (y) + 
+ (cie (y) +... + ce, (y)) — g (y)l + R'(y) 


(en utilisant des notations désuêtes). Puisque R° est d'ordre supé- 
rieur à d’, le lemme est démontré. 


fo 
Ôx; 


Démonstration du théorème. Appliquant le lem- 
me à la fonction f, et aux monômes de degré immédiatement su- 
périeur, d’, nous mettrons les termes de degré d’ sous la forme cher- 
chée. Appliquant le lemme à la nouvelle série f, + f, et aux mon6- 
mes de degré immédiatement supérieur, d”, nous mettrons les termes 
de degré d” sous la forme cherchée sans toucher aux termes des degrés 
d et d’. En itérant cette procédure, nous finirons par obtenir la forme 
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normale désirée aux termes près d’un degré aussi élevé que l’on veut 
(on peut même si l’on veut réduire complètement la série formelle 
à la forme normale formelle par un difféomorphisme formel : la pos- 
sibilité en est assurée par la croissance des degrés des champs v d’é- 
tape en étape). 

Nous n'avons jamais invoqué jusqu'à présent la finitude de la 
multiplicité u, si bien que l’assertion formelle énoncée est démontrée 
sans cette hypothèse. Or, si u est finie, une portion suffisamment lon- 
gue de la série taylorienne (de degré u + 1, cf. n° 6.4) de la fonction 
est équivalente à la fonction elle-même, aussi la réduction à la forme 
normale s’opère-t-elle par un difféomorphisme véritable. 


12.7. Filtration de Newton. Sont souvent utiles des filtrations 
dont la diagonale est une ligne brisée de Newton (ou, dans le cas 
multidimensionnel, un polyèdre tournant sa convexité vers 0). Voici 
la définition formelle. 

Soit &, - - ., & une suite fixée de types de quasi-homogénéité. 
Dans une i-ième filtration un monôme zx“ est de degré (œ;, k) — 
= p; (k). Le degré newtonien du monôme x" est la quantité 


p (k) = min p, (k), ..., > (k)l. 

Définition. On dit qu'une série entière est d'ordre newtonien d 
si tous ses monômes sont de degré newtonien égal ou supérieur à d. 

Remarquons que l'équation œ (k) = 1 définit dans l’espace R” 
des exposants k une hypersurface l qui tourne sa convexité vers 0. 
On dit que Test la diagonale du diagramme de Newton *). En ces 
termes, on peut dire qu’un monôme est de degré newtonien d si et 
seulement si son exposant est situé sur l’hypersurface dT obtenue à 
partir de | par une homothétie de rapport d. Dans le même ordre 
d'idées, une série est d'ordre newtonien d si les exposants de tous 
ses monômes sont situés sur l’hypersurface dl ou bien du côté de 
dr opposé à 0. 

La somme des termes de degré (newtonien) le plus bas de la série 
entière sera appelée partie principale de la série. Par fonction Newton- 
homogène de degré d, on entend un polynôme dont tous les monômes 
sont de degré (newtonien) d. 

On définit des notions analogues pour les champs de vecteurs. 
Le degré d’un monôme zx'0/ôx, est 

p(l—1;)= min (œ,, l—1;). 
IP « 
Remarquons que pour toutes fonctions jf, g et pour tout champ de vec- 
teurs o on a les relations suivantes: 


*) On définit le polyëdre de Newton d'une série entière comme l'enveloppe 
convexe de la réunion des quadrants positifs R? ayant leurs sommets dans les 
sa ne des monômes qui interviennent dans la série avec un coefficient nom 
nul ; le diagramme de Nuirton est Ja réunion des faces compactes de ce polyèdre 
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ordre de fg > ordre de f + ordre de g, 


ordre de > = Lvi>ordre de f ordre de cv. 

Les groupes des difféomorphismes d'ordre d, les groupes des d- 
jets de difféomorphismes et les algèbres de Lie correspondantes sont 
définis comme pour les filtrations quasi homogènes. Seul le groupe 
des difféomorphismes quasi homogènes n'a pas son analogue pour 
les filtrations newtoniennes. 


Définition. On dit qu'une fonction Newton-homogène f, de degré 
4 vérifie la condition À si pour toute fonction g d'ordre d + Ôô > d 
appartenant à l'idéal engendré par les dérivées de f, on a un dévelop- 
pement 
_S dfo 
g= » Oz VI +£, 
où le champ vest d'ordre ô et la fonction g’ d'ordre supérieur à d + 6. 


Toute fonction quasi homogène vérifie automatiquement la con- 
dition À. 


Remarque. En Algèbre, la condition À s'énonce comme suit: 
l'application d'espaces filtrés 


Ô 
D — > <E l'4 
est fidèle. 


Considérons une base de l’algèbre locale d’une fonction Newton- 
‘homogène f, de multiplicité finie pu. 


Définition. Une base e,, . .., e, d'éléments homogènes est dite 
régulière si pour D quelconque les éléments de base de degré D sont 
indépendants modulo la somme de l'idéal Z = (df./0x) et de l’espace 
Asp des fonctions d'ordre supérieur à D. 


Proposition. 7! existe toujours une base régulière. Mieux, il existe 
toujours une base régulière formée de monômes. 

Démonstration. Les monômes dont les exposants appar- 
tiennent à DT engendrent À, moi 4.,. Leurs images dans 4,/((4,/f 
N 1) + 4:)) engendrent donc cet espace vectoriel, ce qui fait que 
ces images peuvent former une base de l’espace quotient indiqué. 
Les images réciproques des vecteurs choisis comme éléments de la 
base sont des monômes de À,; ces monômes figureront donc dans 
notre base d'’algèbre locale. 

Pour un D suffisamment grand on a ÀA,C I (puisque u << oc). 
Par conséquent, la famille de monômes ainsi construite est finie. 
Il est clair que, par construction, chaque vecteur de À peut être re- 
présenté comme une combinaison linéaire de monômes choisis et 
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d'éléments de l'idéal. Enfin, si le plus petit des degrés des monômes 
intervenant avec un coefficient non nul dans la relation ce; + ... 
... + Cuey € Î était D << co, alors les images des monômes e, de 
degré D dans l’espace quotient A;/((42 f\ 7) + A+) seraient dé- 
pendantes, contrairement au choix des e;. Par conséquent, {e;} est 
une base de l'algèbre locale, ce qu'il fallait démontrer. 


Le nombre d'éléments d'une base monomiale régulière caracté- 
risés par un degré (newtonien) d'homogénéité donné est indépendant 
du choix de la base de l'algèbre locale. Un monôme faisant partie 
d'une base régulière est appelé diagonal (resp. susdiagonal) si son degré 
est égal (resp. supérieur) à celui de la fonction considérée f4,. 


Théorème. Supposons que la partie principale f, d’une fonction f 
vérifie la condition À et soit de multiplicité finie u. Alors f se laisse 
mettre par un difféonorphisme sous la forme f, + ce + ...+ ce, 
où e,, ..., e, sont les monômes susdiagonaux d'une base régulière. 


La démonstration reprend mot pour mot celle du théo- 
rème du n° 12.6. 


Eremple. Considérons une fonction f, = z° + ÀAr°y? + y”, où 
a>4, b>5, À 0. Montrons que 

1)u=2+b+i; 

2) le système de monômes 1, x, ..., xl, y, ..., y° forme une 
base régulière ; 

3) la filtration définie par la ligne brisée T de sommets successifs 
en (a, 0), (2, 2), (0, b) vérifie la condition À. 

Afin de démontrer toutes ces assertions, il est bon de faire quel- 
ques constructions géométriques sur le plan des exposants. Ces cons- 
tructions réduisent l'analyse de l'algèbre locale à une suite d'’opé- 
rations géométriques qui rappellent la résolution de mots croisés. 
La « technique des mots croisés » étant aussi applicable dans d’autres 
domaines, nous la décrirons avec plus de détails qu'il est nécessaire 
pour l'exemple envisagé. 

Supposons donc que chaque dérivée partielle de la fonction don- 
née contienne au plus deux monômes (ce qui est évidemment le cas 
pour 0). Relions par un segment les points représentatifs des expo- 
sants des monômes de la dérivée partielle par rapport à x. Un tel 
segment sera appelé x-segment fondamental. On construit de même 
les segments fondamentaux pour les autres variables. Dans notre 
exemple, les deux segments fondamentaux sont parallèles aux tron- 
çons de la ligne brisée l (fig. 48). 

Les segments fondamentaux représentent les relations entre les 
images de leurs monômes dans l'algèbre locale. Considérons les 
conséquences qui découlent de ces relations. On appelle x-segment 
permis tout translaté du x-segment fondamental d’un vecteur entier 
à composantes non négatives. Remarquons que deux segments permis 


12—0465 
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peuvent se superposer, voire se confondre géométriquement (si l'un 
est un z-segment et l'autre un y-segment). Ce n'est d’ailleurs pas le 
cas de notre exemple. 

On dit que deux segments permis sont liés s'ils ont même extré- 
mité. On appelle chaîne permise un ensemble de segments permis où 
tout segment est lié à tout autre par une séquence de segments per- 
mis liés consécutifs de la suite. 
Une chaîne permise est dite maxi- 
male si elle n’est pas partie d’une 
autre chaîne permise. 

On appelle cycle une suite finie 
de segments permis liés consécutifs 
telle que le dernier segment soit 
lié au premier. Le cycle est trivial 
si, en le parcourant dans le sens 
des x-(y-) segments, on fera autant 
de pas dans un sens que dans l’autre. 
(Dans notre exemple tous les cycles 
sont triviaux, mais en prenant 
a — b = 4, nous aurions aussi un 
cycle non trivial (1, 3) — 
— (3, 1) — (1, 3) formé d’un zx-segment et d’un y-segment.) 

Nous pouvons maintenant formuler la « règle des mots croisés » 
pour une fonction f qui admet un point critique de multiplicité 
finie : 

Proposition 1. Si l’exposant d'un monôme appartient à une chaîne 
permise infinie, e monôme appartient à l'idéal engendré par les dé- 
rivées partielles de la fonction. 

2. Si tous les cycles sont triviaux, la dimension pu de l'algèbre locale 
est égale au nombre des chaines maximales. On peut former une base 
de l’algèbre locale en choisissant un monôme quelconque de chaque chaine 
maximale. 

3. Si l’on donne en plus une filtration, on obtient une base régu- 
lière en prenant un des monômes d'ordre maximal de chaque chaîne ma- 
zimale. 

La démonstration découle immédiatement des définitions. 


Proposition. Dans l'exemple f, = 2° + Àz?y® + y° les chaînes 
permises maximales sont les suivantes: 

1) chacun des points 1, zx, ..., x%2, y, ..., yb-3, xy| admet une 
chaîne permise triviale; 

2) il existe trois chaînes permises maximales finies 


Da, y y, rt; 


3) tout autre point est origine d'une chaîne permise infinie. 
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En effet, en regardant la figure 48, on voit qu’un segment permis 
zPy1 + x0-1#49-2 augmente l’ordre pour g >p>1Â, et x?y1 —+ 
> 2P-2y9-1tb pour p >g>1. Les ordres des monômes de 
p = 0, ou deg = 0, ou de p = g augmentent après deux translations : 


attè rh y? = zhy#1, 


gethyeth zh +31 heu 


Par conséquent, la chaîne permise maximale de chaque monôme, 
sauf ceux indiqués sous 1) et 2), contient des monômes d'ordre 
aussi élevé que l’on veut, ce qui signifie qu'elle est infinie. 

Les monômes énumérés forment donc une base régulière et un = 
= a + b + 1. Pour voir si la condition À est vérifiée, il suffit de 
calculer les ordres des coefficients des relations que nous avions 
construites plus haut en décrivant les chaînes permises. Ce calcul 
ne présentant aucune difficulté, nous l’omettrons. 

Ainsi donc, il n’y a pas de monômes de base régulière situés au- 
dessus de F. Le théorème de la page 177 donne donc lieu au 


Corollaire. Toute fonction f de partie principale fo = 2° + Àx*y* + 
Lyoèùi£0,a>4, b > 5, est équivalente à sa partie principale. 

Supposons que le c diagramme de Newton de la fonction f (x;, ... 

., Zn) possède un point sur chaque axe de coordonnées (ce n "est 
pas une restriction, vu que jf a un jet suffisant). 


Théorème (Kushnirenko ([179]). Désignons par V le volume d'un 
domaine de dimension n de l’orthant positif au-dessous du diagramme 
de Newton, par V; le volume de dimension n — 1 au-dessous du dia- 
gramme de Newton sur l'i-ième hypersurface de coordonnées, par V;,; 
le volume de dimension n — 2 sur le plan de coordonnées ne conte- 
nant pas l’i-ième et le j-ième vecteurs de base, et ainsi de suite. Alors 
pour toute fonction f ayant le diagramme de Newton donné on a 


D(P>niV—-(n—1NDVi+(n—2)! D Vers. +1, 
t J 


l'égalité ayant lieu pour presque toute fonction f. 

Par exemple, pour presque toutes les fonctions de deux variables 
ayant un diagramme de Newton fixé, on au = 28 — a — b +1, 
où S est l’aire du domaine au-dessous du diagramme et a, b les coor- 
données des points du diagramme situés sur les axes (fig. 49). 

D. Bernstein, A. Kushnirenko et A. Khovanski ont démontré 
des généralisations importantes de ce théorème. En particulier, 
le nombre de solutions d'un système d'équations polynomiales P, (x, . .. 
ss = 0; » Pr (fs + - +, Zn) = 0, où aucune coordonnée x, 
n'est égale à zéro, est égal à n! fois le volume de Minkowski mixte des 
enveloppes convexes des supports des polynômes P, (pour presque toute 
famille de polynômes P, ayant des enveloppes convexes de supports 


12° 
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données). Ils ont également déduit des formules analogues expri- 
mant d’autres invariants numériques d'intersections complètes 
affines au moyen de la géométrie des polyèdres. Par exemple, le 
nombre de formes holomorphes 
sur une hypersurface est égal au 
nombre des points entiers con- 
tenus à l’intérieur de l'enveloppe 
convexe du support (pour pres- 
que toutes Îles hypersurfaces 
ayant une enveloppe convexe de 
D Le support donnée). Pour les détails, 
WWW AE nous renvoyons à (59), [146], 
[147], [170], [158], [172], [166]. 
Fig. 49 Fait remarquable que la com- 
plexité topologique en géométrie 
réelle (des variétés, des singularités, des applications) se définit 
par le nombre de monômes du système d'équations décrivant 
ot et ne dépend pas du degré des monômes (cf. [171], [156], 
157]). 


p=25—a-b+1=24-5—7+]=13 


$ 13. Classification des fonctions quasi homogènes 


Nous décrivons les méthodes de réduction à la forme normale des 
fonctions quasi homogènes au moyen de difféomorphismes quasi 
homogènes. 


13.1. Fonctions quasi homogènes de deux variables. 

Proposition. Toute fonction quasi homogène non dégénérée de deux 
variables x, y de corang 2 contient, avec un coefficient non nul soit 
les monômes x° et y, soit x° et xy°, soit x°y et y°, soit z°y et y'r. 

Démonstration. S'il en était autrement, la fonction 
serait divisible par x* ou y* et le point critique 0 serait non isolé. 


Théorème 1. Supposons qu’il y a sur la diagonale T exactement 
deux monômes d'une fonction quasi homogène non dégénérée de deux 
variables. On peut alors choisir comme base d'algèbre locale le système 
suivant de monômes : 


f &j, @e hu Monômes de base xky/ 
1 | ) 
za + yb a re (a—1) (b—1) 0O<k<a—2, 
0LIS<b—2 
b—1 4 
ray + yb D à + (a—1)b+1 0<k<a—2, 
OLISb—I: 7071 
b—1 a—1 
za y +- ybr ab 1 e ab—1 ab OZSk<La—i, 


OLIS bD—1 
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(on peut mettre la fonction f sous la forme indiquée au tableau 
moyennant une dilatation et une rénumérotation des coordonnées). 
Démonstration. Considérons la figure 50. Sur cette fi- 
gure est hachuré le domaine des monômes qui tombent dans l’idéal 
(fx» fu). Les droites obliques en trait fin sont des chaînes permises 
(voir n° 12.7). On voit sur cette figure que tout monôme étranger à 
l'idéal peut être joint avec un monôme du tableau par un chemin 
permis. (Cela signifie que les monômes du tableau engendrent l’al- 
gèbre locale. Or, leur nombre est égal à la dimension de l’algèbre 


Ly 


27 LUZ 
0 


x EZZ 70 2a—]1 
SZ 4 ALL 


2a—2 7 
L NC? 
o—2 
b—2 y? b—1 yo 
Fig. 50 


locale calculée d’après la formule du n° 12.3. Par conséquent, ils 
forment une base, ce qu'il fallait démontrer. 


Définition. On appelle modalité interne m, d’une fonction quasi 
homogène le nombre total des monômes de base diagonaux et sus- 
diagonaux dans la base monomiale de l'algèbre locale. 


Théorème 2. Les fonctions quasi homogènes de deux variables de 
mo = 0 se réduisent, à l’équivalence près, à la liste suivante: 


Ar | Dr | Es | E; | Es 


TRUE | yHyht | a+ y 2—+ag | os +y° 


Toutes les fonctions non dégénérées de mêmes exposants de quasi-homo- 
généité se laissent réduire aux formes normales indiquées dans le 
tableau. 
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Démonstration. Si la différentielle seconde n'est pas 
identiquement nulle, la fonction est équivalente à 4,. Si le corang 
de la fonction est 2, les exposants de quasi-homogénéité sont donnés 
par le théorème 1. On a vu au n° 12.3 que le quasi-degré du monôme 
de base du plus haut degré est égal à du, = nr — 2Da = 2 — 
— 2 (&œy + &). La condition d,,, << 1, équivalente à la condition 
mo = 0, définit sur le plan des variables (a, b) le domaine sous l’hy- 
perbole dans chacun des trois cas du théorème 1. Les points entiers 
contenus dans ces domaines forment les séries À, D, Æ. 

On comprendra peut-être mieux ce que nous venons de dire si 
nous remarquons que la classification des singularités avec m, = 0 
se réduit à l’énumération des droites du plan qui passent au-dessous 
du point (2, 2), coupent les axes de coordonnées à une distance non 
inférieure à 2 de l’origine et contiennent un point entier d’abscisse 
non supérieure à À et un point entier d’ordonnée non supérieure à 
1 dans le quadrant positif. En effet, la condition d,,, << 1 signifie 
que la diagonale passe au-dessous du point (2, 2). On vérifie sans 
peine que ces droites se réduisent à notre liste (aux changements d'ap- 
pellation des axes près) et que toute fonction quasi homogène non 
dégénérée ayant les mêmes exposants de quasi-homogénéité que 
les fonctions À, D ou Æ se met sous la forme indiquée dans le 
tableau. 


Remarque. La classification des singularités de corang 2 avec 
mo = À se réduit à l’'énumération des droites qui, sur le plan des 
exposants, traversent le point (2, 2) ou passent plus haut mais res- 
tent en dessous des points (2, 3) et (3, 2). 

Cette remarque est généralisée par la règle suivante qui permet 
de calculer la modalité interne d’une fonction de deux variables. 

Menons du point (2, 2), dans le plan des exposants, un rayon ho- 
rizontal et un rayon vertical dans le sens des valeurs croissantes des 
exposants et considérons le polygone limité par les portions de ces 
rayons et la ligne brisée de Newton. 

La modalité serait égale au nombre des points situés à l’intérieur 
et sur les frontières du polygone pour les fonctions non l'-dégénérées 
caractérisées par le diagramme de Newton F donné. (Une fonction 
est non l'-dégénérée si la multiplicité u prend la plus petite valeur 
possible pour [' donné.) 

A. Kushnirenko a montré [179] que la modalité interne d'une 
fonction non T-dégénérée (le nombre des monômes de base de la base 
régulière situés sur let au-dessus) est effectivement égale au nombre 
des points entiers dans le polygone indiqué. 


13.2. Fonctions quasi homogènes de trois variables. Les fonctions 
quasi homogènes non dégénérées de trois variables se répartissent 
en sept classes (non disjointes). 
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Proposition (voir [18]). Toute fonction quasi homogène non dégé- 
nérée de degré 1 de trois variables de corang 3 contient avec un coeffi- 
cient non nul (quitte à rénuméroter les variables si nécessaire) au moins 
une des sept suites de monômes énumérés au tableau suivant : 


Classe Monômes | 1, Œ2, 3 [TS 
APE R 
Il za, yb, 2Cy Z., -., 1 (a—1) (bc—b+1) 

4 a—1 a—1 (ab—a<+-1) (ac—a+1) 
HI za, yPx, 2°z a ab * ac a 
IN za, ybz, y J, _— , — (a—1) bc 
V za, ybz, zCz J., 22 Ts . — ac(b—1)+a—1 
VII | zay, ybz, z2Cx = _ : Te 4 = LH abc 


Démonstration. Le début de classification passe pour 
n'importe quel nombre de variables x;, ..., x,. Fixons un numéro i. 
En l'absence de monômes de la forme zxîr;, l'axe des x; est entiè- 
rement constitué de points critiques. On trouve donc sûrement dans 
l’espace des exposants, à une distance non supérieure à 4 de chaque 
axe de coordonnée, l’exposant du monôme présent. Choisissant un 


Q 
y y , j J N y | ) J 
X Pa X 2 : X 2 X L { \ 
Q O e. Q Z X b4 x z 
I I di IV V V1 VII 


Fig. 51 


monôme au voisinage de chaque axe (ce qui est possible, car la diffé- 
rentielle seconde est identiquement nulle), nous obtenons une ap- 
plication i -+j de l’ensemble des axes de coordonnées dans lui- 
même. Il s’agit donc de classifier les applications d’un ensemble 
fini dans lui-même. Pour r = 3 c'est facile: un ensemble de trois 
points admet sept endomorphismes (non réduisibles l’un à l’autre 
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par une rénumérotation de points) (fig. 51), ce qui donne précisé- 
ment les sept classes du tableau. 


Proposition. 1) Une fonction quasi homogène non dégénérée de clas- 
se III existe si et seulement si le plus petit commun multiple [b, c] des 
nombres b et c est divisible par a — 1. 

2) Une fonction quasi homogène non dégénérée de classe VI existe 
si et seulement si la quantité (b — 1) c est divisible par le produit de 
a — À et du plus grand commun diviseur (b, c) des nombres b et c. 

3) Les fonctions quasi homogènes non dégénérées des cinq autres 
classes existent quels que soient a, b, c. 

Démonstration. Pour démontrer 3), il suffit d’addition- 
ner les monômes du tableau. Pour démontrer 1) et 2), remarquons 
qu'une fonction quasi homogène de classe III ou VI ne contenant 
aucun monôme de la forme y?z (p > 0, g > 0) est dégénérée. 
En effet, l’ensemble de niveau nul a alors deux composantes (dont 
l’une est le plan z = 0). Il s'ensuit que le point critique est non 
isolé (l’ensemble des points critiques contient la ligne d’intersec- 
tion des composantes): la fonction est dégénérée. 

Réciproquement, on vérifie sans peine qu'une fonction quasi 
homogène de classe III 


2° + zy° + ze + eyPz1 
ou de classe VI 


z°y + yèx + 2x LeyPzt 


est non dégénérée pour presque tout &. 
Il reste à montrer qu’un monôme diagonal de la forme y”z7 existe 
exactement pour les conditions de divisibilité indiquées ci-dessus. 
Dans le cas III le quasi-degré du monôme y°z7 est égal à (pc + 
+ qgb)(a — 1)/abc. Le monôme y?z7 est diagonal si et seulement 
si le degré en question est égal à 1, i.e. si (pe + gb)(a — 1) = 
= (a — 4) bc + bc. Par conséquent, bc se divise par a — 14 et le 
quotient (égal à pc + gb — bc) se divise par (b, c). Autrement dit, 
bc est divisible par le produit (a — 1)(b, c), i.e. [b, cl est divisible 
par a — 1. 
Réciproquement, soit {b, c] multiple de a — 1. Alors la quantité 


2, —= dC + 2e est un entier divisible par (b,c). Or, tout 


entier supérieur à bc et multiple de (b, c) se laisse représenter sous 
la forme pc + gb, p>0, g>0 *). Donc abc/(a — 1) = pc + gb, 
et le monôme y’z7 est diagonal. 


*) En effet, la droite {p, g: pe + gb = bc} admet au moins deux points 
entiers (les points (b, 0) et (0, c)) dans le quadrant p > 0, qg > 0. Sur une 
droite parallèle pe + gb = m > bc la distance séparant les points entiers est 
la même. Donc déjà pour m > (b — 1) (c — 1) le segment de la droite pe + 
+ gb = m contenu dans le même quadrant possède un point entier. 


8 13] CLASSIFICATION DES FONCTIONS QUASI HOMOGBNES 185 


Dans le cas VI la condition de diagonalité s'écrit 
(a — 1) (pc + gb) = (a — 1) bc + (b — 1)c. 


Donc (b — 1)c se divise par le produit (a — 1) (b, c). Réciproque- 
ment, si (b — 1)c est divisible par (a — 1) (b, c), alors bc + 
+2 se laisse représenter sous la forme pc + qb, p > 0, 
g2>0, ce qu'il fallait démontrer. 

Un exemple de fonction non dégénérée de classe III: z7 + xy° + 
+ xzt + exy*, de classe VI: x5y + xzy° + xz' + ezx“y*. 


Remarque. Nos résultats nous permettent d'énumérer facilement 
toutes les singularités (semi-) quasi homogènes de modalité interne 
mo = 0 ou 1 (voir [18]). Des listes obtenues on voit que la modalité 
interne coïncide dans ces cas avec la modalité ordinaire. A. Kush- 
nirenko et A. Gabriélov ont montré [103] que les modalités m et mo 
coïncident pour les fonctions (semi-)homogènes. La modalité interne 
m, n’est pas supérieure à la modalité ordinaire, m,< m. A. Var- 
chenko [301] a montré que m, = m pour toutes les fonctions (semi-} 
quasi homogènes. 


13.3. Formes normales des fonctions semi-quasi homogènes. Pour 
mettre les fonctions quasi homogènes sous forme normale, on doit 
classifier les orbites de l’action du groupe des difféomorphismes 
quasi homogènes sur les espaces de fonctions quasi homogènes. 
Les calculs s’appuient sur deux théorèmes généraux des fonctions 
quasi homogènes (théorèmes A et B ci-après). Avant de formuler ces 
théorèmes, introduisons quelques définitions et notations. 


Soit & — (@œ, . .., &.) une suite de nombres rationnels positifs 
définissant le type de quasi-homogénéité dans un espace C" muni 
de coordonnées (r;, . .., rh) fixes. 


L'algèbre de Lie du groupe des difféomorphismes quasi homoge- 
nes s'appelle algèbre quasi homogène et se note a (æ). Par exemple, 
a (1, 1) = g1(2, C). 


Définition. On appelle support des fonctions quasi homogènes 
de degré d de type « l’ensemble de tous les points entiers non négatifs 
m sur l'hyperplan (m, æ&«) = d. On dit que le support est complet 
s’il n'appartient pas à un sous-espace affine de dimension inférieure 
à n — 1 de C". 

On peut considérer les fonctions quasi homogènes comme des 
fonctions définies sur le support (O'asr” prend en m la valeur a,,). 
L'ensemble de ces fonctions est l’espace vectoriel CY, où v est le- 
nombre des points du support. Le groupe des difféomorphismes quasi 
homogènes et l'algèbre quasi homogène a (œ) opèrent sur C. Il res- 
sort immédiatement des définitions que l'algèbre de Lie a (æœ) est 
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engendrée comme espace C-vectoriel par tous les champs monomiaux 
x°0, pour lesquels (p, &) = «; (ici et dans le texte qui suit 4; = 
= 0/0zx;). Par exemple, #7 monômes x,0; appartiennent à a (œ) pour «a 
quelconque. 


Définition. On appelle racines de l'algèbre quasi homogène «a (a) 
tous les vecteurs non nuls m de l’espace des exposants situés dans 
le plan (m, œ) = 0 et ayant la forme m = p — 1;, où 1, est un vec- 
teur dont l'unique composante non nulle est son i-ième composante 
égale à 1, et le vecteur p n’a que des composantes entières non néga- 
tives. 

Autrement dit, "»# est une racine si æP0, est un champ monomial 
de a (æ) différent de x;ô1. 

Remarquons que à se laisse reconstituer d’après la racine m, car 
le vecteur m a exactement une coordonnée négative m; = —1 (les 
composantes de m ne peuvent pas être toutes non négatives, car 


(m, æœ) = 0). 


Théorème A (voir ([13]). Supposons que le support soit complet. 
A lors l’action de l'algèbre de Lie a (æœ) sur l’espace des fonctions défi- 
nies sur le support se reconstruit sans ambiguïté par la classe d'équi- 
valence affine du couple support — système des racines. 


Théorème B (voir [16]). L'algèbre de Lie quasi homogène a (œ) se 
définit par son système des racines (considéré comme sous-ensemble de 
l'espace vectoriel engendré par les racines) et par sa dimension, à un 
nombre fini de variantes près. 


Autrement dit, en identifiant les algèbres qui se déduisent l'une 
de l’autre par addition directe d'une algèbre triviale (commuta- 
tive), on peut dire qu'il existe un nombre fini d’algèbres de Lie 
a(æ) non isomorphes ayant des systèmes de racines linéairement équi- 
valents. 

Pour les exemples envisagés, ce nombre fini est 1. 


Remarques. Les équivalences affines des supports et les équi- 
valences linéaires des systèmes des racines dans les théorèmes A 
et B n'envoient pas forcément sur lui-même ni le simplexe des coor- 
données m; > 0 sur le plan (m, «) = d, ni le réseau des m entiers 
aon négatifs dans C". Les groupes des difféomorphismes quasi homo- 
gènes et leurs orbites dans les espaces de fonctions quasi homogènes 
ne coïncident pas forcément dans les conditions des théorèmes À 
et B, mais les composantes connexes des orbites coïncident. 


13.4. Démonstration du théorème B. Soit 1 & C' & C" le syste- 
me des racines de l'algèbre a (æœ) qui engendre un plan C' dans C” 
(0 Lr Ln—1). Associons à chaque racine m € M un vecteur de 
base e,, dans C* (où v est le nombre des racines). Considérons l’espa- 
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ce vectoriel 4 = Hom (C”, C) de dimension r et la somme directe 
b = H @ Cv. 
Lemme. On peut munir l'espace b = H @ CY d'une structure 
d'algèbre de Lie suivante: 
(1) Las, R]=0 (Va, RE; 
(2) (h,e,]=(h, mes (VhEH, mEM); 
(3) CR on = Nimes où m,+m, #0, 
O0 si m,+m, n'est pas racine; 
— max {À :m,—+Am, est racine} si ce maximum est > 1; 
Nmi,m,=|<+max{À:m,+Am, est racine} si ce maximum est > 1; 


+ 1 si les deux maxzima —1 (le cas des deux mazima > 1 
est impossible); 


(4) lem, €-m) = Rn, où la fonction h,, € H normée par la condi- 
tion h,\ (m) = 2 change de signe par la réflexion de C' conservant M 
et envoyant m sur —m (une telle réflexion existe et est unique pour toute 
paire de racines opposées). 

L'algèbre de Lie quasi homogène a (æ) est isomorphe à la somme 
directe d'une algèbre de Lie b (obtenue pour un choix déterminé des 
signes + dans (3)) et d’une algèbre triviale (commutative) : 


a (a) = b © C7. 


Démonstration du lemme. Considérons la base 
monomiale de «a (æ) sur C. Désignons les monômes de base par 


hi = Zidy, en = L"Xi0; 


(i est défini d’une façon unique par la racine m). Montrons que ces 
générateurs vérifient les relations de commutation (1) à (4). 
Considérons les dérivations h, et e,, comme des opérateurs linéai- 
res dans l’espace de toutes les fonctions sur le réseau Z" dans l’espace 
(complexifié) d’exposants C”. Alors »; est l'opérateur de multiplica- 
tion par l’i-ième coordonnée. L'opérateur de multiplication par une 
fonction sera noté comme la fonction elle-même. Ainsi donc, 


(ha)(k) = h(k) a(k), kEZ, a: Z' -cC. 

La relation (1) est démontrée, car les multiplications par des fonc- 
tions sont permutables. 

Désignons par oc. l’action exercée sur les fonctions par une trans- 
lation de C" égale à m € Z”": 

(Oma)(k) = a(k—m), kEZT, a: Z"—-cC. 

Alors e,, = 6h. Calculons le commutateur de la multiplication 
par une fonction linéaire et de la translation: 


[k, o,,] = hk (m) ©. 
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La relation (2) est démontrée. Calculons ensuite le commutateur de 
Em, €t Em, : 


Enmêms —= Om mais = OrmnmiOris ihi, — hi, (m:) hi), 
lei, CA — 7e EPS À LES (m2) hi, ES hi, (me) k;,). 


Si m, + m, n'est pas une racine et est non nul, l'opérateur de 
a … ee appartenir à œ(œ) que s’il est nul, auquel cas 
CErnys Emma | —= 

Si m, + m, est une racine, alors ce vecteur possède exactement 
une composante négative, égale à —1. Les vecteurs m, et m. ont 
aussi une composante négative chacun; cette composante est égale 
à —1. De ce fait, la composante négative de m, + m, est ou bien 
celle de m,, ou bien celle de m.. Supposons pour fixer les idées que 
la composante négative de m, + m, soit celle de m,. Alors les com- 
posantes d'indices ë,, & des vecteurs 2,, m, et m, + Am, sont de la 
forme 


| M | Ma | M Mo Mi + ÀMe 
h;, — | 0 — 1 —1 
h;, p>0 —1 p—1>0 p—àÀ 


Il s'ensuit que me, + Am, est racine pour À & p = h;, (m;), i.e. 
hi, (m;,) = max {À : m, + Àm. est racine}. 
Donc, pour 3, (m, + m.) = —1 on a 


[em Em) = —h;, (rm) Omitmais — Ninenss 


OÙ Mu,m, = —hy (mu) ; la relation (3) est démontrée. 

Soient m et —m des racines. Chacun de ces deux vecteurs a exac- 
tement une composante négative, égale à —1, si bien que e,, = zx;0; 
et €-m = x50;. Donc les poids &; et «; sont égaux. La permutation 
des coordonnées i, j dans C" est une réflexion qui renvoie le système 
de toutes les racines dans lui-même en permutant m et —m. Ensuite, 
lens em) = k; — hkj. Si l’on considère k,, — hk; — h; comme une 
fonction dans C”, elle change de signe par la réflexion permutant à 
et j et prend la valeur +2 sur le vecteur m. Par conséquent, les opé- 
rateurs À, e., vérifient les relations (1) à (4). 

Considérons maintenant le sous-espace C’ engendré par les raci- 
nes dans l’espace de coordonnées C”" muni de la métrique hermitien- 
ne standard (k, l) = D k;l. L'espace C’ et la métrique sont in- 
variants par toute permutation des coordonnées de poids égaux 
(&œi = a&j). Le complémentaire orthogonal C7’ de C’ dans C” est 
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donc invariant lui aussi. Représentons l’espace vectoriel de l'’al- 
gèbre a (æœ) sous la forme a (œ) = H° @ K* @ H"”", où H" est com- 
posé de fonctions linéaires k de C" qui s’annulent sur C""; H7 
est composé de fonctions linéaires k de C" qui s'annulent sur C’; 
KY se compose de combinaisons linéaires des vecteurs e,.. 

Des relations de commutation démontrées il ressort que H"-" 
appartient au centre de l’algèbre a (œ) et que 4” @ Æ* est un idéal 
isomorphe à l'algèbre b. Par conséquent, a (æ) = b @ H"”’, et le 
lemme est démontré. 


Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théorème 
B. En effet, les relations (1) à (4) expriment les commutateurs dans 
les algèbres b et a à l’aide des propriétés géométriques des racines, 
sans faire intervenir les coordonnées (sauf pour le choix du signe + 
dans l’une des relations (3)). Il s'ensuit que la collection des racines 
considérées comme vecteurs dans l’espace C-vectoriel C’ définit l’al- 
gèbre à un nombre fini de possibilités près, ce qui démontre le théo- 
rème B 


Remarque. On ignore si, pour des choix différents du signe dans 
(3), on peut obtenir des algèbres non isomorphes. 


13.5. Démonstration du théorème A. Faisons le prolongement 
des fonctions sur le support au réseau Z””1 de tous les points entiers 
dans le plan du support en leur donnant la valeur O0 en dehors du 
support. Les opérateurs h;, e.,, ©, h,, définis dans la démonstration 
du théorème B dans l’espace des fonctions sur le réseau Z" agissent 
tout aussi bien dans l’espace des fonctions sur le réseau Z"”! dans le 
plan du support. Les opérateurs obtenus dans l’espace des fonctions 
sur Z"”! seront désignés par les mêmes symboles. Alors k;, h,, sont 
les opérateurs de multiplication par des fonctions affines dans le 
plan du support, ©, l'opérateur de translation défini par la racine 
m et en = Onhi. 

Soit m une racine. On dit qu’un point k du support est un point 
de base pour m si le point k + m n'appartient pas au support. L’en- 
semble de tous les points de base pour m est appelé la base de m (dans 
le support donné). 

La base de la racine m — p — 1; est constituée de tous les 
points du support en lesquels l’i-ième coordonnée est égale à 0. Par 
conséquent, la base est contenue tout entière dans un hyperplan 
affine unique C"* dans le plan du support. 

La base de toute racine du support complet appartient exactement 
à un hyperplan affine C"-€ C"1. En effet, tout point du support 
s'obtient du point correspondant de base en retranchant un entier 
non négatit multiple de m ; donc, si la base était contenue dans C"”, 
le support serait contenu dans C"”* et ne serait pas complet. Il existe 
donc une et une seule fonction affine dans le plan du support telle 
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que sa valeur sur la base de m soit 0 et que son accroissement le long 
de m soit —1. Cette fonction est h; (restriction au plan du support). 
Par conséquent, la restriction de =; au plan du support se laisse 
reconstituer sans ambiguïté en fonction du support et de la racine m. 

Maintenant il est possible de décrire l’action de e,, dans l'espace 
des fonctions sur le support uniquement à l’aide des propriétés géo- 
métriques du support et des racines: e,, — 6,h3, i.e. (e,,a) (k) = 
= h; (k — m) a (k — m) pour toute fonction a. Remarquons que e,, 
laisse invariant l’espace des fonctions nulles en dehors du support, 
car À; — 0 en tout point de base. 

L'algèbre a (œ) opérant dans l’espace des fonctions sur un ré- 
seau dans le plan du support, on obtient une représentation œ: a (œ)— 
— €, où € est l’algèbre des endomorphismes de cet espace de fonc- 
tions (de dimension infinie). Considérons l'image de . Cette image 
se définit par la géométrie du support et des racines. Plus exactement, 
soient a, — a(æ;), a; — a(æ) deux algèbres quasi homogènes, 
etsoient S,S Cr-1,S,c C1-1 deux supports complets. Soit: C"-! — 
— C7-! une application affine envoyant bijectivement S, dans $, 
et le système des racines pour a, dans le système des racines pour @. 
Alors l’isomorphisme *, induit par 1, de l'espace des fonctions sur 
C2-1 dans l’espace des fonctions sur C"-1 envoie l'algèbre de Lie œ(a:) 
isomorphiquement sur l'algèbre de Lie œ (a.). 

En effet, l’algèbre «a (æœ) est engendrée sur C par les monômes 
zi0: et æ"zidimy. Les images des champs Ÿ cit: dans # sont des 
opérateurs de multiplication par toutes les fonctions affines pos- 
sibles dans le plan du support. Les images des champs x"zx;d;çm) 
sont des opérateurs e,, définis par la géométrie du support et des 
racines. Donc p'eyt,) = e,%Ÿ*, si bien que 1 induit un isomorphisme 
V: p(a:) —+ p (u). 

Le noyau de l'homomorphisme d'algèbres de Lie a (&œ) — € est 0. 

En effet, soit (k + D ce) a = 0 pour toute fonction a. Choi- 
sissons un point X où tous les h;,,, sont nuls et appliquons » + S Cnêm 
à une fonction Ô4 qui ne prend la valeur 1 qu’en k. Il vient h (k) 64 
+ Dcmhs,, (KE) ôkzm = 0, d'où cn = 0 et À (k) = 0. Donch = 0. 
I] s'ensuit que l’algèbre de Lie pa (æœ) est isomorphe à l'algèbre a (œ). 


Les isomorphismes a; —> q (a) — p (a;) — a, montrent que les 
algèbres de Lie a, et a, ainsi que leurs actions sur les espaces de fonc- 
tions sur S, et S, sont isomorphes. Le théorème A est démontré. 


Corollaire 1. Soient un ensemble de poids « et un degré d tels qu'il 
existe une fonction quasi homogène à point critique 0 isolé de 2-jet nul. 
Alors le système des racines et le support définissent sans ambiguité 
l'algèbre de Lie a (a) et son action %. 

Démonstration. Sous les hypothèses faites le support 
est complet. En effet, puisque le point critique est isolé, il existe 
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pour tout à un monôme de la forme TT j() (j E {1, ..., n} et, par 


hypothèse, a; > 1). Montrons que les exposants de ces z monômes 
appartenant au support sont linéairement indépendants. Pour a; > 1, 
le système d'équations Zyu) + &;z, par rapport à z n'admet qu’une 
solution nulle (on le voit sans peine en considérant les cycles de l’en- 
domorphisme d’un ensemble fini, à ++ j). Il s'ensuit que le détermi- 
nant de la matrice de ce système est distinct de 0, d’où il ressort que 
le support est complet. Le corollaire résulte alors du théorème A. 


Corollaire 2. Soit y: Cr-1! —+ C?-1 un isomorphisme affine du plan 
d’un support complet S, dans le plan d'un support complet S:, qui 
envoie S, sur une partie de S, les racines de l'algèbre a, sur une partie 
des racines de l'algèbre a. et les bases des racines de a, sur une partie 
des bases des racines correspondantes de a.. Alors y induit un isomor- 
phisme de l'action @ de a, sur les fonctions de S, et de l’action d’une 
sous-algèbre de a, sur l’espace des fonctions sur S, qui s'annulent er 
dehors de y (S;). 

Démonstration. La sous-algèbre indiquée est engendrée 
sur C par les opérateurs » de multiplication par toutes les fonctions 
affines, et par les opérateurs e.,,, où m est image d’une racine de la 
première algèbre. Les actions des e,, sont définies par les racines et 
les bases et, pour cette raison, commutent à l’action de Y. 


Corollaire 3. Dans les conditions du corollaire 2, choisissons quel- 
ques points de S, et fixons les valeurs que les fonctions prennent en ces 
points. Toutes les fonctions sur S, avec des valeurs fixées en ces points 
forment un plan affine P dans l'espace des fonctions sur S;. Soit a, 
une algèbre stationnaire de ce plan P. Alors l'isomorphisme y défini 
dans le corollaire 2 induit un isomorphisme entre l’action de a, sur P 
et celle d'une sous-algèbre de l'algèbre de Lie a, qui conserve le plan 
v-!*P dans l'espace des fonctions sur S2. 

Démonstration. L'application de la première action 
dans la seconde commute à y-!*, ce qu'il fallait démontrer. 


13.6. Exemple. Supposons qu'en faisant tourner la règle (plan) 
de Newton autour de la droite passant par les exposants des monô- 
mes du binôme q = z2°z + yz°, on s'arrête sur un plan qui passe par 
l’exposant du monôme yt“*1. A quelle forme peut-on réduire, par des 
difféomorphismes quasi homogènes, la fonction quasi homogène 
p +... ainsi obtenue? 

Calculons le type «& et le degré d; il vient &œ = (24 + 1, 2, 4k), 
d ee + 2. Les monômes du support sont z°z, yz?, x°y°*, y?*+#lz, 

&R + 

Le support est affinement équivalent à un sous-ensemble du 
support de la forme cubique homogène formé par les exposants des 
monômes XYZ, YZ*, XY=, Y?Z, Y® (fig. 52). Le seul champ-racine 
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est y°*0/0z. Son image dans le support des formes homogènes est 
Y 0/02. 

Considérons, dans l’espace des fonctions sur le support quasi 
homogène, le plan formé par les fonctions prenant la valeur 1 dans 
des points qui correspondent aux monômes x2z et yz?. Considérons le 


21 
yz? 
, y2k+l 2 
X°2 
——— 
Y 
x2y°# y x? y» 


4k+1 
Fig. 52 


stabilisateur de ce plan dans le groupe des difféomorphismes quasi 
homogènes. 

Les orbites de la composante de l'unité de ce stabilisateur sont 
envoyées par l'application des supports dans les orbites du groupe 
Correspondant des transformations linéaires (corollaire 3). 

L'algèbre de Lie du groupe linéaire ainsi obtenu se laisse décrire 
Sans peine : elle est engendrée par la partie torique opérant sur les 


1° 


Y=0 \ 
Fig. 93 


fonctions définies sur le support comme des multiplications par les 
fonctions affines nulles aux points * du support (où est fixée la valeur 
1 de la fonction), et par l’image du vecteur racine. 

Tout revient donc à classifier les polynômes XYZ + YZ? + 
+ AXY? + BY°Z + CY® par rapport aux changements de variables 
Z=Z'+AY' et X = yX". Y = y*°Y, — yZ'. Ce problème 
est équivalent à la classification affine des courbes cubiques planes 
réductibles (à composante Ÿ — 0) qui admettent au moins deux 
points doubles (Y — 0, XZ + Z? — 0) à distance finie (X Æ 0). 
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Suivant que la cubique se décompose en trois droites ou en une 
droite plus une conique, et suivant qu'il y a ou non contact à l'in- 
fini, quatre cas sont à distinguer (fig. 53), auxquels correspondent les 
formes normales 

1) XYZ + YZ? + bY°Z + YS, L° 4; 

2) XYZ + YZ + XY*°; 

3) XYZ + YZ* + Y°Z; 

4) XYZ + YZ*. 

Voici la liste définitive des formes normales quasi homogènes : 

1) Œ + bzy®*+1 + yh+ti, b? = 4 : 

2) + z°y®* ; 

3) p + zy***1; 

4) ®. 


$S 14. Suites spectrales et réduction aux formes normales 


La méthode de réduction aux formes normales qui sera exposée 
dans ce paragraphe est basée sur une suite spectrale construite d’a- 
près la filtration du complexe de Koszul défini par les dérivées par- 
tielles de la fonction considérée. Nous n'utilisons explicitement au- 
cune propriété des suites spectrales ou des complexes de Koszul mais 
faisons directement toutes les démonstrations nécessaires pour les 
calculs pratiques. Pour le rapport entre nos constructions et les 
constructions algébriques traditionnelles, voir [20]. 


14.1. Construction des approximations successives. Soit f une 
série dans À = CIfx,, ..., x,ll. Considérons l'algèbre de Lie 
des champs vectoriels formels a — Ÿa,0/6x,. Soit 0: X —+ À une 
application de A-modules telle que da = \'a,ôf/0x,. 

Notons: 

I, = Im 0, idéal gradient pour }, 

S,; — Ker 4, algèbre stationnaire pour }f, 

Q; = A/IT;, algèbre locale pour f. 

Nous allons décrire une méthode d'approximations successives 
pour le calcul de S,; et Q;. Donnons-nous un type de quasi-homogé- 
néité œ — (&, . .., &h), où tous les poids «, sont des entiers natu- 
rels. Les filtrations induites dans À et dans YX (voir $ 12) seront 
dénotées par 

A=A4,24,2..., A2... 2 MSA, > :. 


où y = {aE EN: aAC Ap+aN p}. 

Soit f € Ax, alors 9H, A. Nous désignerons %#, par A* et 
A, par A+. La restriction de 9 à {* définit une application de 
A-modules 9+: “+*—> A+. Notons aussi: 

15 = Im 0*, idéal gradient supérieur pour f, 

S; = Ker 0*, algèbre stationnaire supérieure pour f, 

Q; = A*/I1;, algèbre locale supérieure pour f. 


13—0465 
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Vu les constructions qui vont suivre, il est commode de déter- 
miner les filtrations dans les A-modules A+, A+ comme suit : 
= %p pour p>0, 
Gp Fa Yo pour p < 0, 
Ap = AY +p pour p > 0, 
#p = Ar pou p< 0. 
L'application d* respecte ces filtrations: 
OC Hp. 


Remarque. Nos approximations successives sont la suite spec- 
trale d’un complexe filtré dont la différentielle se définit par la suite 


+ 
0 —> A+ —> At + 0. 
Soient r >0, p>0. Identifions les espaces quotients S$ 
= Gp/A p+1s 2; = Ro avec les espaces de champs de Vec- 
teurs quasi homogènes de degré p et de polynômes de degré N + p 
respectivement. Les espaces SŸ et A sont les approximations « nul- 


les » des « p-composantes » dan les 4-modules Sÿ et Q; respective- 
ment. Les approximations suivantes S7, 42 seront définies dans le 


texte qui suit. 
Soit f = fo + f1 + - .- . la décomposition de la série en compo- 


santes quasi homogènes des degrés V, N + 1, 


Définition 1. La r-ième approximation de la p-composante S} 
de l'algèbre stationnaire est un espace de champs de vecteurs quasi 
homogènes s, de degré p qui admettent des « prolongements » en des 
polynômes vecteurs $s, +...<+5,,-1 Vérifiant un système de r 
équations 

Spfo = 0, Spfa + Sp+1ifo = 0, + +, Spfrn Fee + Spsrfo = 0. 

Définition 2. La « différentielle » d' opère sur un champ quasi 

homogène s, dans $S; par la formule 

d'Sp = Spfr Fe. + Sp+rfo MOË Th+r; 
où les s, vérifient les conditions de la définition 1 et 75, sera dé- 
fini ci-après (pour r > 0 on peut prendre s,+, = 0 


Définition 3. La r + 1-ième approximation de la p-composante 
1;*' de l'idéal gradient est l’ensemble de tous les polynômes quasi 


homogènes de degré N + p qui se laissent mettre sous la forme 
Sp-rfr + . + Spfos Où les champs quasi homogènes s, des degrés 


indiqués vérifient les 7 conditions 
Sp-rfo = 0, Sp-rf1 + Sp-r+1/0 = 0, 03 Sp=rfr1 + “es + Sp1/0 = 0 
et appartiennent à A* (i.e. tous les s, de g << 0 sont nuls). 
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Définition 4. La r-ième approximation de la p-composante de 
l'algèbre locale est A; = Af/I5 (r > 0). 


Proposition. On a les égalités 
S5t'=Ker(d': Sh—» Arr), Abti= Ar3/drS". 


Démonstration. Voir n° 14.4. 


Exemple 1. d': S5— 4° se définit par l'égalité ds, = s;fo- 
Par conséquent, 7, est la N + p-composante homogène de l'idéal 
gradient de la partie quasi homogène f, de degré À de la fonction 
f = fo + - .. On peut donc identifier À, avec la V + p-composante 
de |” algèbre locale Q% de la fonction quasi homogène f,. Ensuite, 
S} est la p-composante de l'algèbre stationnaire de fs. 


Exemple 2. d': S,— A; se définit par l'égalité d's, — 
= Shf, mod {5,+1f0}; où Spfo = 0. Donc, 


SF = {Sp: Spfo = 0, 35»+1: Spfi = Sp+1/0}, 
15={Spflo} +{Sp-1f1: Sn-110 = 0} 
(pour p = 0 le second terme s’annule). 
Ainsi donc, pour r = 0 et pour r = 1 la valeur d’s, de la diffé- 


rentielle d’ est la classe du polynôme s,f,. Cette simple formule de 
la différentielle cesse d'être vraie pour r grand. 


Exemple 3. d: S,— A;;2 se définit par l'égalité d?s, = Spfs + 
+ Sp+1f1 MOd {sp4afot + {Sp+1f1° Sp+1f0 = 0}, où s,fo = 0, Spf1 + 
Sp+1o — 


14.2. Théorèmes des formes normales. 
1° Convergence des approximations successives. 


Théorème. Pour tout p > 0, les suites {S7} et {A} deviennent 
stationnaires à partir d'un r'suffisamment élevé, "$; = 59, A; = AS. 
A la limite, les espaces S7, A; se confondent avec les espaces des p- 
formes initiales des éléments de l'algèbre stationnaire supérieure et de 
l'algèbre locale supérieure pour f: 


S® æ (Sÿ Na;)/(S; Nap+1), A? Æ A pl 4 pN 17) + ps]. 


Les isomorphismes indiqués sont définis par les applications ca- 
noniques #p —> An, 95 ( Ap > S5. 

2° Forme normale des termes de degré p. Choisissons un p et 
un r tels que p>r>0 
13% 
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Théorème T,,. Soient e,, ..., e, des polynômes quasi homogè- 
nes de degré N + p, C-générateurs de A;'' par l'application canoni- 
que .4, —> A". Îl existe alors un difféomorphisme formel 


Yi = Ti + Lys cer Un = Th + En: > gx0l0xy CGh-rs 
tel que la série f = f, + f;+ ... après substitution des y prenne la 
forme 


fr Ya: . Un) Fer fo (x) A dir + fp=1 (x) si 
ga pe cr) +R, RE Hp: 


où c; sont des nombres. 
Ici comme ailleurs f = fo + f, +... est la décomposition de 
la série f en composantes quasi homogènes des degrés V, N + 1, ... 


3° Forme normale d’une r-ième approximation. Fixons’ un r > 0. 


Théorème T,. Soient e,, e:, . .. des polynômes quasi homogènes 
de tous les degrés possibles N + p,.p >r, C-générateurs de tous les 
A; par les applications canoniques' 4, — A;''. Il existe alors un 
difféomorphisme formel 


Yi = Ti Bis cos Un = Tn F Enr D Ex0/078 EU”, 


tel que la série f = fo + f, +... après substitution des y prenne 
la forme 


f (ir - - Yn) = fo (x) + .…. + fr (x) + D'oies, dege >N+r, 


où c; sont des nombres. 


4° Conditions B et C. Considérons la partie quasi homogène 
principale f, de la série f = fo + f, +... 


Définition. On dit que la série f vérifie la condition B si l'algèbre 
de Lie stationnaire du point f, est triviale (s’annule) pour l’action 
de l’algcbre de Lie des difféomorphismes quasi homogènes sur l’es- 
pace des polynômes quasi homogènes de degré V = deg jo. 

Autrement dit, f vérifie la condition B si S5 = 0. D'où il res- 
sort que la condition B ne concerne que fo. 


Théorème BT. Si f vérifie la condition B, le théorème T,,n a lieu 
pour r=p> li. 


Définition. On appelle algèbre de Lie négative N- de type « l'’al- 
gèbre de Lie des champs de vecteurs de la forme > a:0/0z,, où tous 
les monômes de chaque polynôme a; sont de degré strictement infé- 
rieur à celui du monôme x, (deg x, = «,). 

Remarquons que %” est une algèbre de Lie de dimension finie. 


Définition. On dit que la série f = fo + f +... vérifie la 
condition C si l’algèbre stationnaire du point f, pour l’action de l’al- 
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gèbre de Lie négative A7 sur l’espace des polynômes de (quasi-) de- 
gré non supérieur à V = deg f, devient triviale (s'annule). 
Remarquons que la condition C ne concerne que fo. 


Théorème CT. Si f vérifie la condition C, alors 1j = A* fN\ 1, 


Corollaire. Supposons que f vérifie la condition C, et soient e;, es, 
x, . .. des polynômes quasi homogènes de tous les degrés possibles 
N + p, p > 0, qui engendrent des bases dans les espaces A% de la 
suite spectrale par les applications canoniques ::, — A®%. Alors les 
images des polynômes e,, €», ... dans l'algèbre locale Q, = AI, 
sont C-linéairement indépendantes. 


Autrement dit, l’espace tangent de la déformation f + S'hie 
traverse l’espace tangent à l'orbite de f en un point. 


14.3. Exemple. Soit f, = 2° + x°y°"*1, k > 1. C'est une fonction 
quasi homogène, de poids deg rx = 2k + 1, deg y = 2, de degré 
N = deg fs = 8k + 4. Elle vérifie les conditions B et C. 


Théorème W. Toute série jormelle f = fo + f1 + ..., où deg fn = 
— N + p, se laisse réduire par un difféomorphisme formel soit à la 
forme normale 
W,.: Le fo + ax3y* +1 + bytrrèti, 


cù a = a+... + ap", db = bo +... + benny2 tt, à 0, 
bo Æ 0 (et a = 0 pour k = 1), soit à une forme rormale analogue avec 
b = 0 (cette dernière forme ne peut avoir lieu que si la multiplicité p 
du point critique 0 est infinie). Le nombre des modules de la série f est 
ee inférieur au nombre des paramètres de la forme normale (i.e. à 
3k — 1). 

Démonstration. Nous identifierons les espaces quotients 
Apl/Ap+1 et Ap/Ap+1 avec les espaces de polynômes quasi homogt- 
nes et de champs de vecteurs. 

Soit s, un champ quasi homogène de degré p. Alors, d'après le 
n° 14.1, on a d°s,, — s,fo. On démontre facilement (par exemple, à 
l’aide de la technique des mots croisés du $ 12) le 


Lemme 1. L'idéal homogène A,f, contient les monômes x*, 1°y*”, 
r’y# #41, zyt*tl et le binôme 213y"*1 + ry*+?, Les espaces A}, (p > 0) 
de la première approximation sont engendrés sur C par les images des 
monômes z°ye, où k+1<a<2k — 1, et yô, où B > 4k + 2. 

Conformément au lemme 1 et au théorème 7, du n° 14.2. on peut 
mettre f sous la forme F = f, + azy"*1 = b, où a = ago +... 
... + any"? et b est une série suivant les puissances de y dont 
le premier terme est déjà de degré supérieur à 4*k + 2 en y. Désignons 
par 4k + 2 + i l’exposant de puissance de y dans le premier terme 
non nul b,®, p = y**+*2+i, de la série b. Posons r — deg q — N = 2i. 
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Lemme 2. Pour les approximations construites à partir de la sé- 
rie Fona 


d=...=d1=0, d'{s,] = b, ls) 


(ici et dans le texte qui suit les crochets indiquent la classe latérale). 

Démonstration. Remarquons que l’algèbre stationnaire 
de la fonction f, est engendrée sur À par un champ v = xy°* (2k + 
+ 1) d/0x — (4x° + 2y***1) 9/0y de degré 4k, d'où Si — O0 pour 
p < 4k. On a doncs E A,, pour tout champ s = s, + Sh41 + ... 
tel que 0 Æs, Els,l € SF, r>1. Or, Air (ar°y" #1) € Mof,. En 
effet, tous les éléments de l'idéal du premier membre se divisent 
par r° et sont de degré non inférieur à 104 + 4, tandis que les élé- 
ments zx, 2z%y°*, r°y**+1 de l'idéal du second membre sont de degré 
non inférieur à 10% + 4. Chaque monôme de chaque élément de 
l'idéal du premier membre se divise donc par un des trois monômes 
indiqués, ce qui démontre l'inclusion précédente. 

Il s'ensuit que le terme ax°y“*! de la forme normale est sans effet 
sur les approximations successives, d’où le lemme. 


Lemme 3. Pour r = 2i, p>4k on a l'égalité d'S5 = A;;,1 et 
donc d? = 0 pour q >> 2i. 

Démonstration. D'après le lemme 2, on a d'Si:= C [vpl. 
Or, vo = (—4x° + 2y2"#1) coyt* titi, où c, 0. Ensuite, z°y'*#€ 
€ Aofo- Donc C [vil = C [y *?+i]l = Aïx,, et d'SEx = Ans. Muil- 
tipliant par une puissance convenable de y, on retrouve la relation 
cherchée pour p > 44. 

Le théorème W découle maintenant des théorèmes PBT:,; et 
CT (n° 14.2). 


14.4. Démonstrations. 1° De la définition 1 on voit que S% décroît 
quand r augmente, S5''€ S°. Or, S° est de dimension finie. Donc S; 
devient stationnaire pour r —+ oo. 

2° De la définition 3 on voit que Z; croit quand r augmente. Or, 
15 est un sous-espace dans l'espace de dimension finie des polynô- 
mes quasi homogènes de degré V + p. Donc 7° devient stationnaire 
pour r — oo. 

3° Des définitions 2 et 1 on voit que la somme dans le second mem- 
bre de la formule de d’s, est définie à des termes ©, près (9 > p) qui 
vérifient les conditions 


Op+1fo = 0, Op+1f1 + Op+2f0o — 0, ... 

+ Op+i frs Ta Op+r-10 = (0. 
Quand on ajoute 6, à 54, la Somme en question augmente d’une quan- 
tité Op41fr1 + - + + + Op+rfor quantité qui appartient à /;;, d'après 


la définition 3. Par conséquent, l'application d': S, —+ A;;, est bien 
définie. 
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4° Montrons que S;‘' = Ker (d’: S5—+ 4;,,). De la définition 1 
on voit que S°'!'se compose des éléments s, € 5% pour lesquels on peut 
choisir les s, (q > p) de façon à vérifier non seulement les équations 
définissant S° mais aussi l'équation spf, + . . . + Sp+;fo = 0. Or, 
l'existence de tels s, équivaut à la condition s,f, + . . . + S:+,f0 € 
€ 154, pour tout choix des s, vérifiant les équations qui définissent 
S? (voir 3°). Donc s, € SF! d's, = 0, ce qu’il fallait démontrer. 

5° Montrons que 15}, = d'S; mod 17;:.. De la définition 3 on voit 
que J;'}, se compose des polynômes homogènes de degré N+p+r 
admettant la représentation 


a = Spfy + ee. + Sp+rfos OÙ Spfo = Ù, 
Spfa + Sp+ifo = 0, +... Spfrn Fee + + Sp+rfo = 0. 


Cet espace vectoriel contient 754, = {a = Sp+afs + + + + + Sp+rfo: 
Sp+1] 0 = 0, Sp +11 + Sp+e]o = 0, 2.58 + Sp+1/r-2 + Se + Sp+r-1/ 0 = 
—= 0}, car on peut prendre s, = 0. En confrontant les définitions 
de 77;, et de 7,4}, on voit que le second espace se réduit — à 7;,, 
près — à des polynômes qui se laissent mettre sous la forme de la 
somme intervenant dans la définition de d’s. 

La proposition du n° 14.1 s’en trouve démontrée. 

6° Montrons que les approximations de la p-composante de l'al- 
gèbre stationnaire convergent justement vers cette composante, S® = 


æ (55 N ASS N Apan). 


Lemme. Si s, € S° pour r quelconque, il existe une série formelle 
S = Sn +... telle que sf = 0. 
Démonstration du lemme. D’après la définition, 


s° = ((@p N OLA p+r) + Ap+1)/Ep+1. 
d’où 
N Se — (a N( 1 D" Hp+r)) + Ap+1)/Gp+s. 
Or, NT p+r = 01 #p+r == 0710. Donc NM S?, = ((a, NS?) + 


+ @h+1)/Gp+1, et le lemme est démontré. 

Réciproquement, si sf = 0, alors s, appartient à S5 pour r quel- 
conque, ce qui démontre 6°. 

7° Montrons que les approximations de la p-composante de l'al- 
gèbre locale convergent justement vers cette composante : 


A? 5 Æ pl #4 p N1Ÿ)+ #p4l. 


En effet, si a, est la p-forme initiale d’une r-ième approximation 
de l’idéal gradient positif, elle est en même temps celle d’un élément 
facilement identifiable de l’idéal gradient positif véritable. Réci- 
proquement, la p-forme initiale a, de tout élément de l’idéal gradient 
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positif admet la représentation 
(So + +. .) Po+..)= a+... 


et intervient donc dans 7% (et même dans 7P+i). 

Le théorème de la convergence du n° 14.2 s’en trouve démontré. 

8° Démonstration du théorème T,,n, p >r > 0. Il s'agit de mon- 
trer que les V + p-quasi-jets [fl mod .4#,+1, [f + Pr) mod + »+ 
sont renvoyés les uns sur les autres par un changement formel de 
variables d'ordre non négatif y=xr+g(x), >» Ls0/07, € Gp-r Si 
[oh] € 75''. La dernière condition signifie qu’il existe une décompo- 
SitiOn Pp = Sperfr + +++ + Spfos OÙ les champs quasi homogènes 
Sa d'ordre non négatif vérifient les r conditions 


Sporlo = Os... Sperfrn Fosse + Sputo = 0. 


La décomposition indiquée de æ, et les conditions imposées aux 5, 
dépendent seulement des termes f,, . .., f., de la décomposition de f 
et ne dépendent pas des termes suivants. 

Considérons une famille à un paramètre de V + p-quasi-jets 


F(t) = [f + tp] mod #pinm 0<t<1. 


Puisque p >r, la décomposition de F (t) pour t quelconque en 
composantes quasi homogènes en x commence par les termes fo + ... 
... + f-indépendants de t. Aussi l’espace des polynômes quasi homo- 
gènes Z;'' construit d’après F (t) est-il le même pour t quelconque. 

Définissons au voisinage de 0 € C" un champ de vecteurs s tel 
que S = Sper +... + Sp. Alors, quel quesoit t, la dérivée du V + p- 
quasi-jet de F (t) dans la direction du champ s est égale à 


SF (t)={(spr + ee + Sp) (fo + ce. fp + tPp)IMOd 4 +1 = 
= (Sperfo + +. + (Sp-rfr + +. + Spfo)] MOd Lh+1 = [Pr] MOd#,4+, 


(la condition p > r est essentielle, car pour p = r le terme tp, au- 
rait affecté la valeur de sF (t)). 

Le champ s s’annule en 0 EC”, car sE a, Aussi le flot de s 
est-il déterminé dans un voisinage suffisamment petit de 0 € C" 
pour tout t tel que 0 < t < 1. La transformation de ce flot pendant 
le temps { = 1 définit le p-jet d’un difféomorphisme local envoyant 


F (0) sur F (1) et de la forme y = x + g(x), D g0/07x € Gh_r. Ceci 
est justement le difféomorphisme cherché. 

99 Démonstration du théorème T,, r > 0. Appliquons successive- 
ment les théorèmes T,,+1;: T4», . . . pour réduire à la forme 
normale les termes de (quasi-)degré N + p,oùp=r<+i;r+2,... 
Pendant ces opérations les r + 1 premiers termes de la décomposi- 
tion f—=fo+...—+f. +... restent inchangés. Par conséquent, 
la normalisation des termes des (quasi-)degrés indiqués laisse in- 
changés les espaces 75" et 47". On peut donc appliquer à la série 
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obtenue par le premier changement de variables (celui du théorème 
T,,+1) le théorème suivant, et ainsi de suite. 

La suite obtenue des changements formels de variables est con- 
vergente, car les termes de chaque degré fixé deviennent stationnai- 
res (puisque y — x € a,., dans le théorème T,,). Le changement 
formel limite est celui que l’on cherche. 

10° Démonstration du théorème BT. Soit p =r > 1; supposons 
que f vérifie la condition PB. Démontrons le théorème 7,,. Posons 
p = r dans la démonstration du théorème 7',, de 8°; il vient 


r = Sfr Focs + Srfo 


où les s, vérifient les r conditions sofo = 0, Sofi + Sifo = 0, 
ss Sgen Fe. + S,fo = 0. Or, s9 = 0 par la condition B. 
Par ‘conséquent, ni la décomposition de æ,, ni les conditions impo- 
sées aux S, ne dépendent de f, (mais uniquement de f,, . .., f,_1). 
Pour cette même raison l’espace 75°" construit d’après F (t) est indé- 
pendant de t quand p = r. La fin de la démonstration du théorème 
T,. est analogue à celle du théorème T,, pour p >r (voir 8°). 
11° Démonstration du théorème CT. Par définition, 1; = %*f, 
I, = A. Donc 7; ],et IÿE :0 d'où /jC 1}; f\ #0. 
Démontrons l'inclusion inverse. Soit u ET; N «40. Alors u = af, 
a € A. Considérons une composante quasi homogène non nulle a, 
du champ a de plus bas quasi-degré q. Les quasi-degrés de toutes les 
composantes quasi homogènes de la série af, sauf a;f,s, sont supé- 
rieurs au quasi-degré du polynôme afo. Sig << 0, on a a, fo Æ 0 par 
la condition C. Donc, q << 0 contredit u € .- ,. Il s'ensuit que q > 0, 
i.e. que a € AX*, u € 1Ÿ, ce qu'il fallait démontrer. 


$ 15. Listes de singularités 


Dans ce paragraphe nous décrirons un commencement de l’hié- 
rarchie des classes de singularités des fonctions holomorphes. 


15.0. Remarques préliminaires. 


1. Formes normales. On appelle classe de singularités un sous- 
ensemble de l’espace des germes (ou des jets) de fonctions en 0 inva- 
riant par l’action du groupe des difféomorphismes de la source qui 
conservent 0. Un exemple de classes de singularités sont les orbi- 
tes. On dit que deux germes (ou deux jets) sont équivalents s'ils ap- 
partiennent à une même orbite. : 

Un autre exemple de classe est la strate u = Cte. Par multipli- 
cité (ou nombre de Milnor) u du point critique 0 € C" d’une fonction f, 
on entend l'indice du point singulier 0 du champ de vecteurs grad f. 
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La strate u = Cte de f est la composante connexe contenant f de l’es- 
pace des germes de multiplicité fixée u en 0. Deux fonctions apparte- 
nant à une même strate u = Cte sont dites u-équivalentes. 

Pour définir la forme normale, considérons l’espace de polynô- 
mes M = CÎzx;,, ..., x,l en l’assimilant à un sous-ensemble dans 
l’espace des germes en 0 de fonctions f (x,, . . ., x). 

La forme normale pour une classe K de fonctions est définie par 
une application différentiable D: B —+— WM de l’espace vectoriel B 
de dimension finie des paramètres dans l’espace des polynômes, telle 
que 

1) © (B) rencontre toutes les orbites de X ; 

2) l’image réciproque de chaque orbite dans B soit finie; 

3) l'image réciproque de la totalité du complémentaire de X soit 
contenue dans une hypersurface propre de B. 

On dit que la forme normale est polynomiale (resp. affine) si © 
est une application polynomiale (resp. linéaire non homogène). 
Une forme normale affine est appelée simple si O se laisse développer 
comme suit: 


D (b4,. .. br) = Po + b,z"i+ ee +b,z"r, 


où p, est un polynôme fixé, b; sont des nombres et x”"i des monômes. 
(Dans les applications le polynôme ®, est généralement lui-même 
« simple », i.e. représente la somme d'un petit nombre de monômes.) 

L'existence d’une forme normale unique (ne serait-ce que polyno- 
miale) pour toute la strate u = Cte n’est pas évidente a priori. 
Une conclusion surprenante est l’existence de telles formes normales 
pour toutes les singularités de notre liste (donc aussi, en particulier, 
pour toutes les singularités à un et à deux modules). La plupart de 
nos formes normales sont simples ; il est probable que toutes les 
singularités de notre liste admettent des formes normales simples. 
On ignore l'étendue de la classe des fonctions pour lesquelles la 
strate u —= Cte admet une forme normale simple (ou au moins poly- 
nomiale). (Il est naturel de poser cette question pour les classes d’é- 
quivalence stable.) J. Wahl et V. Vasiliev [310] ont indiqué un 
,exemple de strate u = Cte qui n’a pas de forme normale affine ; à 
cette strate appartient la fonction 


f = 2°y° (x + y) (x + 2y)° + 29 — ye. 


2. Séries de singularités. Dans notre liste les singularités sont 
réparties en séries désignées par des lettres majuscules (nous réservons 
les caractères maigres À, ..., Z indiciés aux strates u = Cte et 
les caractères demi-gras À, ..., Z indiciés ou non aux classes de 
singularités qui sont réunions de strates u = Cte). Bien que les sé- 
ries existent indubitablement, il n'est pas très clair ce qu'est une 
série de singularités. 
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À titre d'exemple, considérons les séries À et D constituées par 
les orbites de germes Az: f(x, y) = 2" + y, D,: f(x, y) = 
= z'y + y*"1, Les classes ÀA,;, D, sont adjacentes *), notamment 


A,— A, — À, — À, a 


| | 


D, — D. To. 


Il est clair que dans cet exemple il y a deux séries, À et D. Quel 
est cependant le sens formel de cette notion? Les séries existent- 
elles en réalité ou appelons-nous délibérément série certains ensem- 
bles de singularités ? 

Définir la série À revient à apprendre à inverser les flèches d’ad- 
jacence de façon à pouvoir aller de À, vers A,+, sans faire le détour 
par D,+,. On le fait sans difficulté dans le cas considéré (les singu- 
larités de À ont le corang de la différentielle seconde inférieur ou au 
plus égal à 1). Dans des cas plus compliqués on réussit également à 
formuler des règles d’inversion des flèches, règles qui varient sui- 
vant le cas. On voit apparaître alors des séries à un ou plusieurs in- 
dices (telle la série à indice triple Tyim = axyz + x" + yl + 2"), 
les fonctions de la série pouvant dépendre de paramètres. 

Comme pour les séries À et D que nous venons de considérer, 
on peut toujours définir a posteriori chaque série de nos listes. Mais 
donner une définition générale à une série de singularités est pour 
le moment impossible. Tout ce que l’on sait, c'est que les séries sont 
liées à des singularités de multiplicité infinie (par exemple, D — 
= z°y, T = xyz), si bien que l'hiérarchie des séries traduit celle des 
singularités non isolées. 


3. Périodicité. La partition en strates u = Cte de bon nombre 
de classes de singularités présente une certaine périodicité qu’on peut 
décrire comme suit. La stratification (partition) dans son ensemble 
se réduit à une file de fragments identiques, ou bestioles. Chaque 
bestiole est composée de points (strates), dont deux points privilé- 
giés : la tête et la queue. En plus de la tête et de la queue, une bes- 
tiole peut présenter des strates intercalaires qui les relient par des 
flèches d’adjacence, ainsi que des pattes (séries de longueur infinie). 
La tête de chaque bestiole est adjacente à la queue de la bestiole 
immédiatement précédente. 

Par exemple, la stratification des singularités de corang 2 à 
3-jet x° est une file de bestioles dont chacune a cinq points et une 


*) Une classe de singularités L est adjacente à une classe K (symbole: 
K + L) si l’on peut, par une petite déformation, faire de toute fonction f de L 
une fonction de K. 
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patte infinie: 
O0Æ— °. @—— @— 0 


(J, dans notre liste). 

La raison de la périodicité n’est pas claire dans le cas général. 
On ne dispose que d’une explication partielle pour les singularités 
quasi homogènes, fondée sur une technique rappelant les éventails 
d'Enriques-Demazure (voir [82]). 

Or, la périodicité apparaît non seulement lors de la réduction 
à la forme normale des fonctions quasi homogènes mais aussi pen- 
dant tout calcul lié à une classification; en fait, il suffit donc de 
considérer une seule bestiole de la file, quel que soit le calcul à ef- 
fectuer. 

Tout comme l'existence des séries, le phénomène de périodicité 
fait penser à une structure algébrique qui devrait exister dans l’en- 
semble des strates. 

D. Siersma a exhibé [265] le lien qui existe entre la périodicité 
et la résolution des singularités ; le décalage d'une période corres- 
pond exactement à un éclatement. Cette remarque n’explique mal- 
heureusement pas la périodicité des calculs que nous venons de men- 
tionner. 


4. Classes de faible modalité. Au point de vue des applications, 
une caractéristique très importante d'une classe de singularités 
est sa codimension c dans l'espace des germes de fonctions de point 
critique 0 et de valeur critique 0. 

En effet, une fonction générique n’a que des singularités de codi- 
mension c — 0 (non dégénérées). Une singularité dégénérée non sup- 
primable ne peut exister que dans le cas d’une famille de fonctions 
dépendant de paramètres. La classe de codimension c est alors non 
supprimable par une petite déformation seulement si le nombre de 
paramètres [> c. 

On doit donc toujours, dans un problème appliqué, aller dans l'étude 
des classes jusqu'à la codimension l (i.e. étudier toutes les classes telles 
que le complémentaire de leur réunion soit de codimension supé- 
rieure à /). On prendra garde à ne pas confondre ce problème avec 
le problème de classification des singularités dont la codimension 
de l'orbite est inférieure ou égale à Z (i.e. telles que u < ! + 1). 
Dans les applications, ce dernier problème n’est qu’un moyen de 
résoudre le premier. 

Du point de vue de la topologie, une caractéristique capitale 
de la singularité est la multiplicité u du point critique (le nombre 
des points critiques simples engendrés par décomposition d’un point 
critique composé à la suite d'une petite déformation). 
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Les calculs effectués ont donné lieu à une conclusion inattendue : 
les résultats algébriquement les plus naturels ne sont pas obtenus en 
classifiant les classes de singularités jusqu'à une codimension c ou une 
multiplicité u données, mais en classifiant les classes de singularités 
de faible modalité m. 

La modalité m est la dimension diminuée de 1 de la strate u = Cte 
dans la base du déploiement miniversel (cf. [105]). Aussi la codi- 
mension c de la strate u = Cte dans l'espace des germes de fonctions 
de point critique 0 et de valeur critique 0, la multiplicité u et la 
modalité m vérifient-elles ensemble la relation 


u=c+m+t. 


Il existe actuellement des classifications complètes de 

(1) toutes les singularités de c < 10; 

(2) toutes les singularités de u < 16; 

(3) toutes les singularités de m < 2. 

Les singularités caractérisées par un nombre de modules m = 0, 
4 et 2 sont appelées simples, unimodales (unimodulaires) et bimodales 
(bimodulaires) respectivement. Leurs listes seront données ci-après. 
Une analyse des listes obtenues montre que 

1) les singularités simples se laissent classifier exactement d'’a- 
près les groupes de Coxeter A;, Dy,E6g, E7, Ex (i.e. d'après les polyè- 
dres réguliers dans l’espace tridimensionnel) ; 

2) les singularités unimodales forment une série infinie à trois 
indices T et 14 familles « exceptionnelles » à un paramètre engendrées 
par des singularités quasi homogeénes. 

Les singularités unimodales quasi homogènes se déduisent à 
partir de fonctions automorphes qui sont liées à 14 triangles remar- 
quables sur le plan lobatchevskien et à trois triangles remarquables 
sur le plan ordinaire exactement de la même façon que les singulari- 
tés simples sont liées aux polyèdres réguliers (voir [85] à [87]) ; 

3) les singularités bimodales forment 8 séries infinies et 14 fa- 
milles exceptionnelles à deux paramètres engendrées par des singu- 
larités quasi homogènes. 

Les singularités bimodales quasi homogènes sont liées à 6 types 
de quadrangles et à 14 triangles sur le plan lobatchevskien (dans ce 
dernier cas il convient de prendre des fonctions automorphes dont 
les facteurs d’automorphie correspondent à des revêtements à 2, 3 
et 5 feuillets) (cf. [861). 

Toutes les singularités uni- et bimodales sont classifiées exacte- 
ment d’après les dégénérescences de courbes elliptiques dont la 
classification a été établie par Kodaira (cf. [176]). V. Kulikov a in- 
diqué que pour obtenir ces singularités à partir des dégénérescences 
de la courbe elliptique, on doit faire éclater un, deux ou trois points 
sur la résolution minimale de la fibre dégénérée et ensuite contracter 
la fibre initiale (cf. [176]). 
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Malheureusement, tous les résultats énumérés ci-dessus ont été 
dégagés en confrontant des théorèmes de classification démontrés 
de façon indépendante, théorèmes dont aucun n'a pu être déduit de 


l’autre. 


15.1. Singularités avec un nombre de modules m = 0, 1 et 2. 


0. Singularités simples (m — 0). Il existe deux séries infinies 
À, D et trois singularités exceptionnelles Æ4, E:, E;: 


An, k>1 | Da, k>4 | Es | E, | E, 


cu © À z$ + zy° 23 + yf 


zh+1 | ay + y 


1. Singularités unimodales (m — 1). Il existe trois familles de 
singularités paraboliques, une série à trois indices de singularités 
hyperboliques et quatorze familles de singularités exceptionnelles. 


Paraboliques : 
P, ZI y zS L'azyz ai+27 0 
X, z\Lyi—azr2y? a £ 4 
Jo 2 + y + axy? 4a3+ 27 -£ 0 


Hyperboliques : 
Th,g.r:2-HYt+ 2 + azyz, a 0, +++ < 1. 


Quatorze familles exceptionnelles: 


Eja 2° + y" + azy° Es 25 + zy$ + ays 

E;s 2° + y9 + azy° Zu 2Sy + y$ + azy! 

Zi By zy\ + az1ys Zis 29y + y + azyt 

W, z'+ y5 + az?ys W;s ztLzyi + ays 

Qo ZI + y + yzt + azys Qu z$ + y3z+ 229 + az 
Qia 23 + y6 + yrt+ az S: pr 88 ar 
Sa Ty + y?2+ 229 + azŸ Us 29 + y3+z+azy:* 


2. Singularités bimodales (m = 2). Il existe 8 séries infinies 
et 14 familles exceptionnelles. Soit a = ay + ay. 
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Quatre séries infinies de singularités bimodales de corang 2: 


Nom Forme normale Restrictions Cire A Li 
J3,0 293 LL bz°ys Ly9 L czyf 4b3+27 Æ 0 16 
Js,p z2+ z2y9 L ay°*+P p>0,&#0 146+p 
Z1, 0 y + dry + ezy$ + y? 4ds +27 _— 0 45 
Z1,p ay + x°y" + ay? p>0, & #0 15+p 
W,,0 zt—+ar?ys + yt ag == 4 15 
Wi.p zt+ z3y5 + ay*P P>0, a #0 15+ p 
WÉ 291 (224 y3)2 +azytta 2>0,a#0  |15+29—1 
WÉ 29 (224 5) + az2y9%a q9>0, a 0 15 + 2q 


Quatre séries infinies de singularités bimodales de corang 3: 


Nom Forme normale Restrictions en 

Q2. 0 z + y? + az y + zy* ai 4 14 
Q2. p 29 y22+ z2yà + ay°*P p>0, a #0 14+p 
S1.0 zi2 + y + y5 + azy° aÿ Æ À 14 
Si, p Ztz + ys + 275 Hayi*P p>0, 0 14+p 
SF oo | rev + 29 +azystt g>0, #0  |144+29—1 
SF 2q 25 yzitzys Laz!yita g>0. a #0 14+ 2q 
Ui,0 z3 + 223+ zy° + ayÿz ao (a3+1) 0 14 
U;, 24=1 zSLzz? + zys + ayltaz3 g>0, #0 14+2q—1 
U;,2q 29+ 223 + zys + ayStaz g>0, & Æ0 14 + 2q 

Quatorze familles exceptionnelles : 
Ein z3+ yl0+azy? E;9 23+zy +ayh 
E2o rS + y + azyf Zi: zSy + y* + azy* 
Zie zSy + zy* + ay Z19 zSy + y° + azy! 
Wis zt+ zyf + ay! Wis zt + y7 + azyt 
Qie 23 + yat + y +azy° Qi: 28 + yz3 + zy5 + ay 
Que 29 + yzt + y8 + ary* Sie z?2+- y23 + zyt + ay 
Si 2224 y5 + y° + azy* Uïe 294 223 + yt + az} 


Toutes les fonctions des familles énumérées sont bimodales si les 
restrictions indiquées sont respectées. 
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15.2. Singularités de corang 2 avec le 4-jet non nul. On a partout 
dans ce n° a = ap +... + ax-ÿ""* (avec a = 0 pour k = 1). 


1. Singularités de corang 2 avec le 4-jet non nul. En plus des 
singularités simples À, D, E4, Es, E3, il existe une série infinie de 
classes : 


Nom | Forme normale Restriction: RAT FrOUAIRe 
Ju, o 23 + bzyh LySh Lozyihti k>1 6k— 2 k—14 
4b?+27 - 0 
Jh, i 28 + right arsh+i k>1,1>0,| 6k—2-+Li | k—1 
| a 0 
Es z3+ ySktl + aryfhtl k>1 6k k—1 
Esh+: ZI + zythtl Layskt3 k>1 6k+ 4 k—1 
Egh+e z3 + ySkt3 + aryht3 k>1 6k +2 k—1 


Ici c=co+...<+en-3ÿ"S pour À >2, avec c — 0 pour 


2. Singularités de corang 2 avec le 3-jet nul et le 4-jet non nul. Il 
existe quatre séries infinies de classes À, Ÿ, Z et W. 
Singularités des classes X et Y': 


Nom Forme normale (h>1) Restrictions ed MOGSIRE 
Xp.o | z+brSyhtariyh+zysk | A - 0 12k—3 3k —2 
aobo << 9 
Xu,p | 2t<+ariyh +zyth + byshtP | aÿ = 4, b, ;: 0 | 12k—-3+p 3k—2 
p>0 
YF, [le—+ayt}+bytats] x 1<s<r, 12k—3:-r+s| 3k—2 
X (23 + ph) | ao £0 Æ bo 
Pour k = 1 les formules sont à modifier légèrement : 
Nom Forme nosmalc Restrictions Multiplicité pu Modalité m 
X31.0 rt + apr°y? + yt aÿ +4 9 1 
X1.p xt rtyè L'açyitP a Æ 0 9+p 


Frs | x tr+aurtyttytts a 0 9+r+s 1 
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On a, bien sür, X1, 0 — À 9 X1.p = T2, 4, 6+p) Tr, das Tag+r. cts 
(voir n° 45.1). Ici 


A = 4 (a+ b) — a2bt — 18ab, + 27, b=— bp... + bon -oy 2h "2. 


Singularités de la classe Z. Les singularités Zio et Zi k > 1, 
ont une forme normale du type f = (x — ay") f:, où &o est non nul 
et f, se définit par le tableau suivant: 


om ha | aug | muet | ane » 
7% 23 + dztyhtit 4d3+27-20,|12k+61—3| 3k+i—2 
4, 0 czythtiititysh+Si 1>0 
Zhonser-s | 2+bryratiielyshtsiet | 10 12k4+61—1| 3k+i—2 
Zéonser | 2+zpihktiiti + bySAts isa | 120 12k +64 3k+1—2 
Zhonsers | 2+bzphttita sarl | 10 12k+6+4| 3k+i—2 


La singularité Zip, 4 > 1, i >0, p >0, a une forme normale 
Zip: (22+azy" + byhti) (+47) (040, b #0), 


de Su Hi u = 12k + 6i + p — 3 et de modalité m = 3k + 
+ i— 

Pour À = 1 il convient de modifier les formules précédentes com- 
me suit: 

1) l'indice supérieur k est à omettre; 

2) les singularités Zi,9, Zei+ars Zeitiar Zei+1s à >>0, ont des 
formes normales du type f = yf:, où f, est définie dans le tableau 
précédent ; 


3) Zip: y (er + z°y ee bysi+P#),  b,Æ0,i>0,p >0; 


b=bg+... bone ey 2, C= Co +... + conss-sy2" +18, 


14-0465 
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Singularités de la classe W: 


Nom | Forme normale Restrictions PR AER Hors 
Wion zé + ythti L'aryshtit k>1 124 3k— 2 
Loczy’hk+i 
Wiahes |2t+ yat Haziyihtl + k>1 12k +1 3k—2 
+ cyth+: 
Wah. o 2 + Dbryth*l L'aryshti L k=>1, b <4 12k+3 3k—1 
+ yat 
W», 1 ztLazyhtiE riyShtl L i>0, b 0! 12xk+3+: 3k—1 
+ byth+2+i 
W* 201 [et 2h) bayahtitu g>0, bÆ#Uu|12k+2+2ql 3k—1 
| +ayih+i+u 
WE 2q (x yShk* DS HE bz'y"htita L q > (, bo 5 ui 12k+3+2q 3k—1 
+ arysh*t2+i 
Waokes |z'+zyshti + qriythts L k>1 12k+5 3k—1 
+ bytkrs 
Wiohse |2t+ ytrt3 Laryskts + k= 1 12k+6 3k—1 
+ br2y°h+3 


Dans ces formules b = b, +...+ beat, c = co+... + 
+ Con-2Y*"?; on a comme ailleurs a& = ay +... + ax-y""? pour 
k > 1 et a = 0 pour À = 1. 


195.3. Singularités de corang 3 avec le 3-jet réduit. En plus des 
singularités unimodales de la série T (voir n° 15.1), il existe trois 
séries infinies @, $ et U de classes de telles singularités. 


1. Série Q. Les singularités avec le 3-jet x3 + yz° forment une 
série infinie de classes : 


Nom Forme normale Restrictions RU cité DIOEAIRE 
Qn, 0 p—+ bz?yh + zyh k> 1, bè - 6k+2 k 
Qn, : p+zyh + byshti k>1.b) Æ0 | 6k+2+i k 
OQch+s p+yihti + bzyik+1 k>1 6k—+ 4 k 
Qohes | P—+zythti + byShta k>1 6k+5 k 
Qchse p—+ ySAt3 EL Dryikt3 k>œ1 6k+-6 k 


Dans ces formules ® = 2° + yz?, b—=b, +... + bi_y*"1 
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2. Série S. Les singularités avec le 3-jet x°z + yz* forment une 
série infinie de classes: 


Nom Foriac normale Éd Mult{phicité Modal1té 
Sish |P+ythk+ azySh + czyth*t néant 12k—1 3k— 2 
S'ysh p—+zgsh + cythti LE azy°h+1 néant 419% 3k— 2 
SR, 0 p+ytkti Hazyshti+ bzyihti bi 4 12k+2 3k—1 


SR, t pæ+ziythtaziyh+bytatitt | 10, b, # O | 12kL2+ 4 | 3k—1 


S 2021 | PH 2VRT + bayhtI + g> 0, bo: O0 |12k4+29+1| 3k—1 
+aytatati 

sÉ 20 p—+zy?hti+ briyikta L g>0, bb UN |12k+2qg+2| 3k—1 
Hazryshtiti 

Syahse p—+zyshtl E azy2h+3 LE byshts néant 12k<+4 3k— 1 

Siohss | PH YA arySk#3 E bzyh*3 néant 42k+5 3k—1 


Dans ces formules q = 2°2+ y, a = a+... + a-ey""? 
pour k >1 et a=0 pour k=1; b=b,+... + beryi, 
C = Co +... + Cop=oy "2, 

Il existe en outre des classes S%, À > 1, qui se subdivisent en 
SR, o SPr, SQr, SRr, Où (S$, 0) = 124 — 4, m (S$, o) = ... 
... = M(SR:) = 3k — 2, codim Si — 9% — 3. 

3. Série U. Les singularités avec le 3-jet x° + zz? forment une 
série infinie de classes: 


Nom Forme normale Restrictions D Noa 
Üior PH YSAtl Hazyihkti + néant 12% &k—3 
Un.ag |P+zg Ati aztyht + g>0, co 0 |12k4+2+2q| 4k—2 
+ b ySh+2+q + czy?h+l+a 

Un, 2g9=1 |P+zyhkt1 + aziyhti + g9>0, co0 |12k+1+2q| 4k—2 
+ bzy3htita EL cz3yh+a 

Uishss  |P+ yat azyihti+ néant 12444 | 4k—2 
+ bzy3h+3 + crtyhtl 


16° 
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Dans ces formules @ = 2° + xz°, c5 + 1 Æ0 pour g = 0, et 
partout 


a=ao+...—+an.ÿy""2 pour k> 1 et a=0 pour k=/1; 
b—b,+...+0b,.y"-? pour k> 1 et b—0 pour k= 1; 
C=Co+ eee + Con" 
d= dit... +don-oyt"2. 


Il existe en outre des classes VU}, k > 1, qui se subdivisent en 
US, à UP», UQn, URr, USx, UT, telles que 


u>u(UXS o)=12k4—4, m(Ur.o)=...=m(UT,)=4k—3, 
codim (U*) = 8k — 2. 
15.4. Série V. Les singularités de corang 3 avec le 3-jet r°y se 
subdivisent en classes V,. ;, Vi.1, V*, où: 


Nom Forme normale Restrictions SICILE u posa 
V,,0 Ly+zitaziytbzy?+zys | A(a, bo) Æ 0 19 3 
Vi, p y + 258 + bz8y + 2° y? + b£Æ4, a ZO0| 15+p 3 

—+ay*TP 
v 291 2?y + z3y Lay?z + y + &a3+27 £\), | 144+2q 3 
+ bzxz°*9 bo Æ 0 
Vi, Z'y + Sy +aytzt + y + bztta | yas 1 07 2 (, | 15420 3 
bo Æ 


. Icip >0,q>0, a = ao + ay, b = b5+0b1z. Les singularités 
de la classe V* vérifient les conditions 


u(V*)2> 17, m(V*)>3, codim (V*) = 13. 
15.5. Autres singularités. Toutes les singularités dont les formes 


normales ne figurent pas dans les tableaux précédents appartiennent 
nécessairement à l’une des sept classes suivantes: 


Nom |Corang Ad jacences Définition c> > m> | Théorème 
N 2 N—W;s ja=0 12 46 3 | 47 à 49 
S*® 3 S$ —+ San v. th. 77 15 20 4 | 77 à 81 
U* 3 UT — Üan-e v. th. 90 14 20 5 | 90 à 96 
ve 3 | Ve Vi,iUVT | v. th. 98 13 | 17 3 |97 à 102 
l'& 3 VV 1s=7 143 18 4 103 
| 3 l'E 4 js =0 16 27 10 104 

O >3 O — Ta a. a corang >4 10 16 5 105 
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Ici >> 2. Les numéros des théorèmes sont ceux du $ 16. La 
forme normale pour les singularités de la classe ©, à l'exception 
d'un ensemble de codimension c = 11, est celle-ci: 


2 y + SL us + (ax + by + cz + du) + exzyzu, 


Aa, b,c, d #0, 
où À est le discriminant. 


15.6. Quelques adjacences. Seules seront indiquées dans ce n° les 
adjacences qui apparaissent naturellement au cours de la classifica- 
tion (voir $ 16)*). 

1. Singularités avec le nombre de modules m = 0, 1, 2. 

1.0. Quelques adjacences de singularités simples: 


AD<E,+E,<E, A=A<A, +4, +4 …. 


[TT 


(P) (X) (J) D=D,+—D,+—D;<+ 


Î 


(&) 


Les classes P, X, J sont constituées de singularités non simples. 
Toutes les décompositions des singularités simples ont été décrites 
par O. Lyashko dans [194], le cas réel est étudié par O. Tchislen- 
ko (1985). 


1.1. Quelques adjacences de singularités unimodales: 
Jo = REX — (E,) 


T3 — T; 3, — Ej EE, <—E,, <—(J,) 
X, = pass 7 (Er) 

pt > Ts, — Zn Zn Zi <— (21) 

Bose Diss Wii (Mio N) 
Ps = HIEE —> (Es) 

T5, — KES — Q,0— Qui 0, <— (02) 


î 
pu. s—> pe a— Su — Six <— (5,0) 


(0) 


*) Ces adjacences ont la TR suivante : l’adjacence de classes À + L 
exclut l’adjacence d'une sous-classe K” de X à une sous-clusse L’ de L (par exem- 


ple, À + D exclut 4, — D,). Une adjacence qui présente cette propriété est 
dite adjacence forte. 
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Les classes entre parenthèses sont celles dont la modalité est 
distincte de 1. Une liste complète des adjacences de toutes les sin- 
gularités de modalité 1 a été établie par E. Brieskorn [67]. L'analyse 
des tableaux d’adjacence fait ressortir la semi-continuité du spectre 
de la singularité (de la suite 7, < ...< !, des exposants de Steen- 
brink [269]). La liste des adjacences des singularités unimodales 
établie par Brieskorn contient exactement toutes les adjacences per- 
mises par l'hypothèse de la semi-continuité, à l'exception d’une seule: 
Qu1 + J10+. V. Goryunov a vérifié que pour toutes ces adjacences on 
a l'hypothèse (voir [29]) de semi-continuité du spectre de la singula- 
rité et que la condition de semi-continuité interdit toute adjacence 
à l’exception de celles citées par Brieskorn et encore de l'adjacence 
Qi — Jo exclue par la semi-continuité des indices d'inertie de la 
forme d'intersections. 


1.2. Quelques adjacences de singularités bimodales: 


oh ir Est Er E2o Lio Zi Zi ist Zio 
W , <<. Si 
TN é 
M W;<-W,; So Si6— Sy 
NX W es N # {— 


Voici les pyramides de singularités exceptionnelles de modalités 
4 et 2: 


En Es E 


14 Ejgt—— En *—— Eo 


A — Zo— 2 / 7 Zig— 9 
Wie W; Wie Mis | 


Î 
Qi5 une Q— Qh Q0,æ Poor Qu —— Qi 


Sy <— S12 Si — S;7 


Us Ui6 
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Les segments verticaux relient les singularités qu’on déduit d’une 
même classe de Kodaira par la construction de V. Kulikov [176]. 


2. Singularités de corang 2 avec le 4-jet non nui. 


2.1. Singularités de corang 2 avec le ä-jet non nul: 


J= —J,—J,— eve 


Ji = 0 Jr —Ege es Este (Jr) 
FE k, 3... 


2.2. Singularités de corang 2 avec le ä-jet nul et le djet non nul. 
Toutes les singularités indiquées forment une série infinie de classes 


X= a D oo , 


et 


# 


KE = lu a = rieh +... 


se k k Li k k k 
= Ze e..., 2 Zu Ze Zu =, 
Z' = z* æ 7* 7" eZ" <— Z* (Z*',) 
: 1,0 4,1 12k+61-1 12k+61 12k+61+1 st 


Zi Zi, … (430) 


, 


MS, < Wir —... 


AN 


W=< Wu Win Wo ” Wouse Worice Aa), 


| 7 —Wi se 
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3. Singularités de corang 3 avec le 3-jet réduit. 
3.1. Singularités de corang 3 avec le 3-jet 2° + yz°: 


Q= +—Q0,—0,—.. . Q0,= +00 —Qn—Qn— ; 


Q,= Do — Qi xs Qéxrs — Oise — (Qu). 
À 
(k>1) Qu Qu 


3.2. Singularités de corang 3 avec le 3-jet x°z “2 yz? : 


S= <—S,—5S,—.…., 


SK 1 sé 


K 


ce . 
= Six — Sux + Sko Sircss = Sins Saut (Sy+1). 
Si is 


Les singularités S%, À => 1, se répartissent en classes comme 
indiqué : 


SO 
KN 
SR, 


3.3. Singularités de corang 3 avec le 3-jet 1° + xz°: 


U = <— UV; <— UV, so y 


= UV Ur ne Uxs—( U,,1) 
U, ; de 
UK = <—U5— UF, —UR,— UT, 


î 4 À 
UQ,<— US,.<—( U,). 


8 16] CLÉ D'IDENTIFICATION DES SINGULARITES 217 


4. Singularités de corang 3 avec le 3-jet z°y: 


Ma Mae 


$ 16. Clé d'identification des singularités 


Les 105 théorèmes ci-après permettent d'identifier n'importe quel- 
le singularité figurant dans les listes du $ 15. 


16.1. Notations. 


Î — germe de fonction holomorphe en un point cri- 
tique isolé O0 de multiplicité u, ou sa série de 
Taylor en 0, ou série formelle de variables x, y 
ou zx, y, z de pu fini; 

Î- & — germes ou séries f, g équivalents en0 (il existe 
un germe de difféomorphisme ou une série À 
tel(le) que f= ge); 

—> = implique ; 

> — voir (les renvois de la forme |[—> à ne font pas 
partie de l’énoncé du théorème mais renvoient 
au n° du théorème où sont classées les singula- 
rités de la classe considérée); 


Înf —= k-jet de la fonction f en 0 (ou polynôme de Tay- 
lor de degré k en O); 

?. — classes d'équivalence stable de germes de fonc- 
tions définies au $ 15; 

m (f) — modalité de f en 0; 

c (f) — codimension de la strate = Cte du germe de 
fonction f dans l’espace des germes de fonctions 
de point critique 0 et de valeur critique 0; 

c (K) — codimension de la classe X dans ce même espace ; 

Jef — quasi-jet de f en O défini par les monômes zx”! 


(ou polynôme de Taylor correspondant)*); 


*) Un système de n monôimes a EN Zys + + + Zn à eXposants indépendants 
m,€ Z" € R' définit un hyperplan l'E K", T = {m: (œ, m) = 1}. Si tou- 
tes les composantes &; du vecteur & sont positives, on dit que & est le type de 
quasi-homogénéité et la quantité (œ, m) le degré du monôme æ". Un polynome 
Zfmt" est quasi homogène de degré dE Q de type «a si (a@, m) = d\Ym: jm # 0 
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Je} S g = équivalence quasi homogène de jets ou de po- 
lynômes de Taylor; 
j*, ® — symbole figurant dans les théorèmes 58 à 65, 


66 à 81, 82 à 89, 98 à 102 et expliqué avant le 
premier théorème de chaque groupe; 


A = discriminant. Dans les théorèmes 36, 37, 47, 
48, 98, 99 


A = 4 (a$ + b$) + 27 — ab? — 18ab. 
16.2. Clé d'identification des singularités. 
1. un (f) << oo — un des quatre: 


corang f< 1 [—> 2; 
= 2|=>3; 
=3 => 50 ; 
> 3 [=> 105. 


2. corang f<S1—/fEA,(k> 1). 
Dans les théorèmes 3 à 49 f € C [{x, y]. 
3. jf — 0 un des quatre: 


jf & ry + PS|— 4: 


& z°y => 9: 
& [= 61 ; 
= 0 [=> 13. 
4. jf=ry+y—fEeD.. 
9. j°{= x?y — fE Dry (KZ 4). 


Dans les théorèmes 6 à 9 le nombre k > 1. 


Gr. Jes, ef (x. y)=2$ —Dun des quatre: 
js Pen RD + yet ES 74: 


Le type de quasi-homogénéité définit dans l'algèbre Cl[z;,, ..., z,l] 
une filtration décroissante d'algèbres A, = .. 


Aj= (j: (a m)>dYm: fn Æ UV}. 


L'espace quotient 44/(UAa, d > 1) est appelé espace des quasi-jets définis 
par les monômes {z"i} (ou définis par le type de quasi-homogénéité @). Pour 
un système de coordonnées fixé, on peut identifier les quasi-jets avec les poly- 
nômes dont tous les monômes sont d ordre non supérieur à 1 (i.e. dont les expo- 
sants appartiennent à lou sont situés du même côté de F que O). 

Les difféomorphismes quasi homogènes sont des difféomorphismes de C? 

i conservent la graduation de l'algèbre Clz,, ..., z,]. Le roupe cs Lie 
es difféomorphismes quasi homogènes opère sur les espaces de quasi-jets et 
sur les espaces de polynômes quasi homogènes. L'équivalence quasi homogène 
est l'appartenance à une même orbite de cette action. 


% 9 
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Ja rt Dai 8 ; 
js sn+2f À + 9; 
js ,3k+21 = 2 [=> 10% 3 1. 
The js, yah+1 = + YS8 HI f € En. 
8x. js ey2n+1 1 LH TRI D f € Esnes. 
Jx. Ja. y5k+2f = + ySih+E DCE. 
Dans les théorèmes 10 à 12 le nombre k> 1. 
104. ÿ,, ,sn-1f—2— un des trois: 
jan = + ar" + sh, 4a3+27-Æ0|— 114; 


23 r2y* [=> 12% ; 
S D [=> 64. 
ue js jsnf=r+azty" +ysh, 4a3+27Æ0—fE Jo. 
12%. js, v3h f = 28 + z?y* —fEfrp (P>O0). 


Série X. 
13. jaf (x, y)—0—>un des six: 
jf Rs +ary+yt, a Æ4|— 14; 


& + ry° [=> 15 ; 

& x°y? [=> 16 ; 

& Ty [=> 17; 

& x —> 25 ; 

= 0 [=> 47. 
14. j,f=2" + ay + y, HA EX so = Ta s 
15. jf = 28 + x°y° EX, p=Touerp (P>O0). 
16. j,f = r°y? > FEV pa = Ta t+p. ta 

(p> g> 0). 

17. j,1 = 2 y > jy, ys f = 2° y [> 184. 
Dans les théorèmes 18 à 21 le nombre p>1. 
18p 5 ay, er" = TU —jun des quatre: 


jou, or) À y +2 EE 19, ; 
Lo ral © y ap 20, : 
Ju, y°P*3] & y+y$rts [=> 21, ; 


Jasy, PT = 2° = 22»+ 1. 
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1oejsy, P*f = y + YPE  f EZop+s- 
71100 xy?P+2] = y ay > f CE Zaptg 
psy, Pt = Ty HU D f EZLep+r- 
Dans les théorèmes 22 à 24 le nombre p > 1. 
22e) ay PP = Ty —> un des trois: 
Ju, PT À y (2 + br2yP + y), 4b5+27-20|—23, ; 
y (xs + r°y?) = 24 ; 
& ay => 18. 
23pe jen, pr = Y (+ bay + 7), Ab +27 HOT EZp4, 0- 
2. jy prnf=y(s+ y) Riez, (Tr > 0). 
Série W. 


25. j,f(z, Y = ju, paf = | 2641. 
Dans les théorèmes 26 à 34 le nombre k> 1. 
268. js D = zt — un des trois: 


ja pente TH y 27; 
ja, non À 2 + ag] 285; 
Jus, rtf F2 [=> 294. 
Tue ja nf = + f EWin. 
28k. jus, ht = 2 Hay EW ont 
294. ls: er, zx —> un des quatre: 
aie r+ br2y*+1+ yét+2, DL 4] 304 ; 


CES z2y2}+1 [= 3144 ; 

Re (a+ pee 32 ; 

& z* [=> 334. 

80. ja nef = + brtyehttyltt, DEA SEW 0 
314. j Ja, jk+ef = a + r2y24#1 D fEWr,i(i> 0). 
82e. ja janeaf = (22+ y2+1) —fEWé, (> 0). 


334. 1 27 rtf = 2° => un des trois: 
ls, sur +2f 2° + zys"+2 => 344 ; 
Ja jen TH US [35e ; 
ju, ptn+3f ne 5 => 36k4+ 1- 
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Bus ja, on = 2 ag j € Wionss- 
394. js, jentsf my D fEWinse 
Dans les théorèmes 36 à 46 le nombre k > 1. 
Série XK° 
36k. js rai = 2° —> un des cinq: 


js vérf & 2 + bas y} + ay" + ryih, AO, ab 9I|— 374 ; 


& 2? (22+ azy* + y#*), a 4 [=> 384 ; 
2 (x + y") [=> 394 ; 
mm (z+y") [=> 404 ; 
T° => 264. 


Br. js jui = +bny" + az} + zy%*, A0, abÆ9— SEX, 0 
8x. js, nf = 2? (2 +ary" + y), a ÆADIEX,, (p> 0). 
894. J,1, jui =2(z+y DIE Tr, (A<s<r). 
404. Ju, af = 28 (z+yÀ) — f — fifs, où 
jf © T+ y, js, pa = D 4x. 
Dans les théorèmes 41 à 44 i >0, p>0. 

Gr. js, ,shfa= 2 —>> un des cinq: 

fo EEsu+n 142, ; 

fa CEccx+n+1 [> 48%, :; 

2 € Es (k-+H1)+2 => 44, 1; 

fa € Jryi+s, 0 [= 49%, 1415 

fa EJurits, r [= 46%, 141, »° 

Dans les théorèmes 42 à 46 f (x, y) = f1f:, où 
A Ts SZ + y*, js. hf = 2, 

Gr, se fa EC Est > E Zianser se 
434, 1e fa € Esch+1+1 D JE Lhonser 
Win, fa CEg mrnra DT Eh oisa 
Dans les théorèmes 45, 46 les nombres i>1, p> 0. 
4Ou,s fa EJrpi,o —ÉEZÀ 6. 
4Gk, 1,pe fa ETr+i, p Eire 
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47. jf —0—> un des deux: 

jf = 2 y + axfy? + bz°y9 + zy°, A O0, ab 9 |—> 48; 

Ïsf dégénéré |—> 49. 
48. jf = z'y + ax°y? + bryS + zy, ALÆO—fEN;e ji €. 
f— ay + ax°y° + bay + ay + cn, A O0, ab HI ;u () = 16, 
m (f) = 3, c(f)=12. 
49. jf dégénéré + u (f) > 16, m (f) > 2, c (f) > 12. 

Singularités de corang 3 


Dans les théorèmes 50 à 104 f € C [[x, y, zl]. 
50. jef (x, y, z) = 0 = un des dix: 
jf mm +yS+ 28. Lazyz, +270 — 51; 
Rat yi+zyzl—52 (série P); 


Æ D + zyz [=>5%4 (série R); 
 ZYZ = 56 (série T); 
& 23 + yz° [=> 58 (série Q); 
222 + yz? [=> 66 (série S); 
& 13+ x? [=> 82 (série VU); 
& zy [==5>97 (classe V'); 
& a => 103 ; 

— [=> 104. 


Série T. 


O1. jf=2+ySs+z Lazys, a +270 — FE Ps =Ts ss 
92. jf = + p+ay D f - a+ y + zyzta(z), j,(@) =0|— 53- 
93. f—=2 + y +zyz+a (2), js(&=—0—fEP 45 =Ts.s,p (p> 8). 
54. jf = Hays fa +zys+a(y) +B (2), js(a, B)=0 = 55. 
99. f—=2 +zyz+a(y)+B (2), ja(a+B)=0— 
—fERp. = Ts. p,a (> PTS). 
96. jf—=2yz > f — zyz+a(z) + (y) +Y(2), 
Ïs (æœ, p, y) =0|[—= 57. 
97. f=zyz+a(z)+B(y)+Y(2), js(a+B+v)=0—> 
D fETp,a.r FT >I>P> 8). 
Série Q. 


Dans les théorèmes 58 à 65 q = 1°+yz?, ji = jyst,x3,a (À St 
un monôme). 
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58. jf = p—>f = p+a(y)+zB (y), js (a+ xB) = 0 [= 591. 
Dans les théorèmes 59 à 62 le nombre 4 > 1. 
O9. f = p + & (y) + xB (y), j'onf = p—un des quatre: 
jsnf &p+y#t [=> 60, ; 
Ja een & p+ ag | 614 ; 
jroraf &p+ y" [> 62: ; 
joxetf = => 634 +1. 
60. jisht f=p+y"tt ff E Qt: 
6x. jemnf=p+zy #41 f EQsnss- 
62%. jsn+s f=p+ytt if EQcnre- 
Dans les théorèmes 63 à 65 le nombre k > 1. 
632. f—p+a(y)+zxh(y), jé p—> un des trois: 
jaf = p+ary" +", a 4|—> 64, ; 


& p+r2y" > 654 ; 
= p [=> 59% . 
644. jisnf = ® + az2y" Hay, a 4 —fEQn 0. 
654. j'a = + z2ÿ/ D EQui 670) 


Série S. 
Dans les théorèmes 66 à 81 m—z2?22+y2?, ji fx, yz2, à (À est 
un monôme). 
66. jf=p—>f-p+a(y) +26 (y) +zv (y), 
Îs (a+ 28 + 27) =0[ => 674. 
Dans les théorèmes 67 à 76 le nombre k=>1. 
67. f=p-+a(y)+2B(y)+zv(u), jf p—> un des trois: 
ju fe + [568 ; 
jan Re p+ag > 69 ; 
Ja =P = 704. 
68%. jun f=p+ y —fE Singe 
69%. jen = + zy — f E Syone 
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704. f=p+a(y)+zB(y)+zv(y), jipaf—=p—un des quatre: 
jun © p+y ti byhtt, bL4 | 71 ; 


& p+ 22y2 = 724 ; 
mp + 2y2# + [=> 78+ ; 
= p [=> 744. 
71%. jnnif = p + yét+1 LL bzy2+1, LA fE Sr, 0. 
72%. jannf = + z2y2* — f ES%x, 1 (È>0). 
73%. j'annf = p + zy?*+1 —>)€ S$ i (>0). 


Tax. f=p+a(y) +26 (y) +zv(y), juumf=p—un des trois: 
apr = +2" 1175, ; 
janv = p+ y [= 764 ; 
jenssf = => 77k+1 
7Ske fi pnaf = + Ty 41 f E Sins. 
TO. jianss f=PHY D f ES sons. 
Dans les théorèmes 77 à 81 le nombre 4 > 1. 
Tr. f=p+a(y)+ zx (y)+zv(y), jiu-f=p —>un des cinq: 
jrsnaf & pH ar pt brytz+ ay, A LEO 78 ; 


mp +zy}z+ axsy*"i, a =a|—=> 79% ; 
2 pay} 80: 
& @ + zy*z [=> 81x ; 
— ® => 674 e 


784. Joan-af = p+ art + bry*z + ayS*" 1, AZÆO0O—fESS 0: 
u(D=12k—4, m(f>3k—2, c(S$ 0) =9k—3. 

79. jranaf= pay z2+any 1, aÆa—fE SP; ; 
L(1N212k—3, m(f)23k—2, c(SP,)=9k—2. 


804. joaxaf = p+ 2°y""! — f ESQ, ; 
814. joen-af = p + zy"z —=> f ESR, ; 


u(D>12k4—2, m(h>3k—2, c(SRr)—=9k—1. 
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Série U. 
Dans les théorèmes 82 à 89 
P=+rs, ji = jxs,:3,À (À est un monôme). 
82. jf=p—>f-p+a(y)+z8(y)+2v (y) + (y), 
js (a+ 2h +2 + rd) = 0 [=> 834. 
Dans les théorèmes 83 à 89 le nombre 4>1. 
834. f=p+a(y)+zh (y) +27 (y) +z 8 (y), Jiaxf=qg—> un des 
deux : 
jan nf & p+y | 844 ; 
= [=> 854. 
hr. jrunf=q+y tif EU. 
85. f=p+a(y)+zB(y)+zv(y)+r 6 (y), furaf=p— un des 
trois: 
Pen page tt c(+1) £ OI 86» ; 


& q + zyt+t > 87a ; 

= [=> 88%. 

864. je sunf = q+ry tite, (+1) ED FE Ur, 0e 

Tr. je sui = G + ay" +! D fEUr p 
(p> 0). 


8x. f—p+a(y)+2B(y) +2 (y) +rd (y), jumf=p —> 

—> un des deux: 
just © HU > 894 ; 
ni | [=> 904 +1. 
89... jionsaf = q+yrt 7e C'ion+ 
Dans les théorèmes 90 à 96 le nombre À >>2, 

p—=2x?c+rs, ji=)jx3,:3,1 (À est un monüme). 

904. f=2i+ rca (y) — 2 (y) +2v (y) + 20 (y), jf = 
=32%$+21: => un des sept: 


joanf & + ay} + baytz + ph cg, A0 944; 
& p+ar jf + bzyhz+ yhzt, hab, a(a+1—b) L0|—=> 92, ; 
æ 23+ arts + rs Lys, a £4l—= 93 ; 


15—0465 
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& p+ 2°y" + axy*z, a al—= JM: 
4 + z°y} => 95%; 
Sp + ry}z => 964 : 
= [=> 83. 


9x. joonf = p+ arty" + bry*z+ y" + exp. AZO — EU 0; 
U(N=12%—4, m(f)>4k—3 c(US.0o) = 84k— 2. 
924. jf =p+ary+brytz+ y. ab, a(at1—b)# 
0 — fEUP,; 
u(/>12%—-3, m(f)>4k—3, c(UP;)—8k—1. 
J3x. jénf= rar z+ar ty, a 4 > fElVQx; 
(> 129, m(>4k—3, c(UQu)=8k. 


Jr. jnf=p+ry"+aryz Ha {EUR ; 
U(f>12k—2, m(f)>4k—3 c(UR:) =Sk. 

DSk. jisnf = pH UT = fEUS: ; 
n(f=t2%—1. m(>ak—3, c(USx)=8k+ 1. 

V6k. jf = Pays = FEUT: 


U(f>12%—1, m(f}>4k—3, c(UT,)=8k+ 1. 
Classe V 
97. jaf (x, y, 2) = y > f R y ta(y. 2)+ 2 (2). 
js (@)= j3 (8) =0 [=> 98. 
Dans les théorèmes 98 et 102 œç est un des dix polynômes: 
26 + y. Sy + y, 2°y° + 29, 2 L =yt, 2°, Sy. z°y?, zY9, y", 0. 
98. f—=zy+a( Je) Re jef =z?y —> un des quatre: 
ee peut, sf © Ty + ro by + zyÿ$. AO, abÆ9|—= 99; 


Biy+ii + by sy, be 4 [=> 100; 
DS Ly+ y — az y Lui 4a3L21 0 [=> 101 ; 
S L°y + [=> 102. 


99. ray, pe, sf = 2 y + +asy+biy +. ALLO FEV, 0. 
100. jap. sf = ty ++ bSy+ sp, bLA — ÉEV,.. 
p>0. 
101. je pi.f=2°y +2 y + az y +, Aa +2 L0 — 
=> fevi 1, Pr p >. 
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102. jeun naf=r y = UT, m(f>4  c(NEA. 


103. j,f (x. y. 2) = =D u(}DZI8 m(f)>4 c(f)>13. 
104. jf(r,v5=0 —p(p>27, m(j>l0 c(f>16. 
105. corang f > 3 = uU(f>16, m(f)>n. c(f}> A. 


16.3. Démonstrations. Les théorèmes 1, 17 et 25 sont immédiats. 
Les théorèmes 6, 18, 26, 33, 59, 67, 74, 83, 88 se démontrent par la 
méthode de rotation de la règle de Newton (cf. n° 11.2; pour plus 
de détails, nous renvoyons à [16]). Les théorèmes 3, 10, 13, 22, 
29, 36, 47, 50, 52, 54, 56, 58, 63, 66, 70, 77, 82, 85, 90, 97, 98 éta- 
blissent les formes normales des singularités quasi homogènes ; la 
technique des racines pour l'obtention de ces formes a été décrite 
au $ 13 (pour plus de détails voir toujours [16]). 

La méthode développée dans le $ 13 réduit la démonstration de ces 
théorèmes aux problèmes géométriques de classification énumérés 
dans le tableau suivant: 


nd Série Problème géométrique 
D Classification linéaire des 3-formes dans C* 
10, 22 | J. Z | Classification affine des triples de points dans C1 
13 X Classification linéaire des 4-formes dans C° 
29 W Classification linéaire des couples de points dans C! 
36 X Classification affine des quadruples de points dans C! 
47 N Classification linéaire des 5-formes dans C° 
50 P Classification linéaire des 3-formes dans C? 
63 Q Classification affine des courbes cubiques à point de rebrous- 
sement à distance finie dans C° 
70 S Clasæification affine des courbes cubiques réductibles ayant 
au moins deux points doubles à distance finie dans C? 
77 S* Classification affine des courbes cubiques dans C*° ayant 
une droite à l'infini pour tangente simple 
85 U Classification affine des courbes cubiques à symétrie cen- 
trale dans C° ayant exactement trois points à l'infini 
90 U* Classification affine des courbes cubiques ayant exactement 
trois points à l'infini dans C* 
98 2 Classification affine des polynômes de degré <4 d’une 


variable dans C1 


Le théorème 50 décrit la stratification suivant les singularités 
de l’espace des formes cubiques de dimension dix représentée sur la 
figure 54 (cf. ([245]). 

Les théorèmes 2, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 14, 19, 20, 21, 23, 27, 28, 
30, 34, 35, 37, 48, 51, 60, 61, 62, 64, 68, 69, 71, 75, 76, 78, 84, 
86, 89, 91, 99 sont des conséquences du théorème de la forme nor- 
male des singularités semi-quasi homogènes (n° 12.6). Pour plus 
de détails, voir [16]. 


15° 
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Les théorèmes 12,, 15, 16, 53, 55, 57 se démontrent par la 
technique des mots croisés ($ 12); pour plus de détails voir [16]. 


0 
A 


& 


N I FKSA 9 


N 


Fig. 54 


Les théorèmes 49, 102 à 105 se prouvent également par les méthodes 
exposées au $ 12. 

Les démonstrations des théorèmes 124 (k > 2), 24, 31, 32, 38 
à 46, 65, 72, 73, 79, 80, 81, 87, 92 à 96, 100, 101 utilisent la 
suite spectrale du $ 14 (pour plus de détails, nous renvoyons à [20]). 


Démonstration du théorème de classification des singularités 
simples. 

19 Toute singularité ou bien appartient à la liste des singularités 
simples du n° 15.1.0 (p. 206), ou bien est adjacente à l'une des classes 
Ps, X9, J10 (nous dirons que ces trois classes confinent les singularités 
simples). 

Ceci découle des théorèmes 1 à 5, 61 à 111, 13, 14, 50, 51: des 
théorèmes 101, 13 et 50 on ne prend que le premier cas. 

2° La modalité des singularités de chacune des trois classes confi- 
nantes est=> 1. 

Cela ressort du fait que la modalité intérieure de ces singularités 
est égale à 1. Le sens géométrique de cette proposition est le suivant: 
une courbe cubique dans CP®?, un quadruple de droites passant par 0 
dans C? et un triple de paraboles tangentes en un point dans C*° ont 
des modules (pour les actions du groupe projectif, du groupe linéaire 
et du groupe des 2-jets de difféomorphismes respectivement). Par 
exemple, le module du quadruple de droites est leur birapport. 

3° Les singularités de la liste ne sont pas adjacentes aux classes 
confinantes. 

P; est de corang 5, X, est équivalent à une fonction de deux 
variables avec le 3-jet nul. Les fonctions de deux variables de notre 
liste sont de corang << 2 et ont leur 3-jet non nul, donc les adjacences 
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à P,; et à X, sont exclues. Les adjacences à J,, sont exclues par la 
démonstration du théorème 61. 

Il ressort de 1°. 2°. 3° que toutes les singularités de la liste. et 
elles seules, sont simples. 


Démonstration du théorème de classification des singularités 
unimodales. 

1° Toute singularité non simple ou bien appartient à la liste des 
singularités unimodales du n° 15.1.1 (p. 206), ou bien est adjacente 
à l'une des neuf classes de singularités suivantes: Ja, à Wi.o. Z1. 0 N, 
@:. 9 S1.0 l'1. 0 V. © (nous dirons que ces neuf classes sont confi- 
nantes pour les singularités unimodales). 

La démonstration découle des théorèmes 1 à 5, Gi1.2 à 9,0, 10», 
11», 13 à 17, 18, à 21:, 225, 239, 23, 26: à 30, 361, 371. 47,48, 
50 à 58, 591 à 621, 63, 64, 66, 671 à 711, 82, 83, à 86, 97, 98, 
105. Les théorèmes 10, 22, 29, 36, 47, 63, 79, 85, 98 n intervien- 
nent pas entièrement: on n'en prend que le premier cas. 

2° La modalité de toute singularité de la liste est => 1 et celle des 
singularités de chacune des neuf classes confinantes est >> 1. 

La première assertion résulte du fait que toutes les singularités 
de la liste sont adjacentes à P3. X9 ou J,,4. et la seconde. du fait 
que toute singularité d'une classe confinante a la modalité inte- 
rieure supérieure à f{. 

3° Aucune singularité de la liste n'est adjacente à une classe con- 
finante. 

Les formes quadratiques des singularités de toutes les classes 
confinantes ont au moins deux carrés positifs (cf. [13]). L'indice 
d'inertie positif de la forme quadratique d'une singularité est semi- 
continu (voir par exemple [280]). L'indice d'inertie positif des for- 
mes quadratiques des singularités T,.,., est inférieur à 2 (cf. [1(4]). 
Par conséquent. aucune singularité 7,.,., (tant parabolique qu’hy- 
perbolique) ne peut être adjacente à une singularité de la 
classe confinante. I] s'ensuit que toutes les singularités 7, ,., sont 
unimodales. 

Les singularités de corang 2 des classes confinantes ont la multi- 
plicité u > 15. et pour toute singularité exceptionnelle 1 < 14. 
Aucune singularité exceptionnelle ne peut donc être adjacente 
à une singularité de corang 2 de la classe confinante. 

Parmi les singularités exceptionnelles, seules celles de corang 
3 pourraient être adjacentes aux singularités confinantes de corang 
supérieur à 2. Or. toute singularité confinante de corang supérieur 
à 2 d’une classe confinante est de multiplicité n > 14, et les singula- 
rités exceptionnelles sont de multiplicité 12. ce qui interdit 
toute adjacence. 

De 1°, 2°. 3° il ressort que toutes les singularités de la liste. et 
elles seules, sont unimodales. 
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Démonstration du théorème de classification des singularités 
bimodales. 

1° Toute singularité non simple et non unimodale ou bien appar- 
tient à la liste des singularités bimodales du n° 15.1.2 (p. 206), ou bien 
est adjacente à l’une des neuf classes J,. 5, Xa. 9 Za. 0 N, Qs. 0 S5. 
US$, » V, © (nous dirons que ses neuf classes sont confinantes pour 
les si ngularités bimodales). 

On démontre cette proposition en ajoutant aux théorèmes cités 
sous 1° dans la démonstration précédente les théorèmes 63 à {1{3, 
122, 182 à 219, 223, 233, 242, 311 à 351, 362, 372, 59» à 62, 633, 
GA, G52, 721 à 761, 772, 78, 871, 891, 902, 91, 99 ; les théorèmes 
4103, 22. 362, 633, 77», 90: ne sont pas utilisés entièrement : on 
se borne à considérer le premier cas de chacun d'eux. 

® Toute singularité de la liste a la modalité non inférieure à 2, 
et toute singularité de chacune des neuf classes confinantes a la modalité 
supérieure à 2. 

La première assertion résulte du fait que toutesingularité de la liste 
est adjacente à une singularité de l’une des neuf classes des singula- 
rités quasi homogènes, confinantes pour les singularités unimodales 
et que toute singularité appartenant aux classes signalées a la 
modalité intérieure non inférieure à 2. 

La seconde assertion résulte du fait que toute singularité quasi 
homogène d'une classe confinante pour les singularités bimodales 
a la modalité intérieure supérieure à 2. 

3° Aucune singularité de la liste n'est adjacente à une singularité 
de la classe cenfinante. 

Les formes quadratiques de toutes les singularités figurant sur 
la liste ont exactement deux carrés positifs dans la forme normale 
et sont non dégénérées (cf. [13]. [1031 à [105]). Les formes quadrati- 
ques des singularités des classes confinantes, à l’exception de , Y 
et O, ont deux carrés positifs et deux carrés nuls. La forme quadrati- 
que d’une singularité déformée est isomorphe à la restriction à un 
sous-espace de la forme de la singularité non déformée. Ceci exclut 
toute adjacence des singularités de la liste à une singularité d'une 
classe confinante autre que #. V et O. 

Les adjacences à © sont interdites par la semi-continuité du 
corang, et les adjacences à V, par la stratification des formes cubi- 
ques (théorème 50). Les adjacences à Ÿ des germes de corang 2 de la 
liste sont exclues par la semi-continuité de l’ordre de la fonction 
en 0. 

4 Aucune singularité de corang 3 figurant sur la liste ne peut 
être adjacente à N. Mieux, aucune fonction de trois variables dont le 
3-jet est réduit ne peut être adjacente à la classe N. 

Soit en effet f — f,;--f, — ... le développement taylorien avec 
une forme cubique f, réduite (i.e. exempte de facteurs multiples). 
Soit un petit appoint q = Ps +3 +... Si f + p est de classe &Y, 
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il existe une fonction w ayant un point non critique en 0 et telle que 
f+q—=u* mod m°. Soient u = u,—u.+u, mod m* les premiers 
termes du développement taylorien de u. Alors 


— sr = ns ! 2 
Pa = Ur, fs + Pa = Jules, fi + Pi = 2lils + ui. 


Ce système d'équations par rapport à u doit être résoluble pour cer- 
tains @ aussi petits que l’on veut, avec u, = Ü. Par conséquent, f, se 
décompose en un produit d’un facteur linéaire et d’un facteur quadra- 
tique, f; = F,F:, tels que les zéros de u, soient proches de ceux de F, 
et les zéros de u,, de ceux de F,: u, = e (Fi + œ), us = (Fe + 
+ B:)/2e, où la quantité €, la forme linéaire &, et la forme quadrati- 
que B. sont petites. Il ressort alors de la dernière équation qu'il 
existe des &, q,, & et B: aussi petits que l’on veut et tels que 4e* (f, + 
+ p,) — (Fs + B:)* se divise par F, + a. Donc F, se divise par F;, 
ce qui est contradictoire avec le fait que f, est réduite. 

Ainsi donc, aucune singularité de classes P, Q, R, S, T, U (et, 
en particulier, aucune singularité de corang 3 figurant sur la liste) 
n’est adjacente à .V. La démonstration de 3° est terminée. 

De 1°, 2° et 3° il ressort que toutes les singularités de la liste, 
et elles seules, sont bimodales. 


$ 17. Singularités réelles, symétriques et de bord 


Nous discuterons trois généralisations de la théorie des points 
critiques de fonctions et donnerons les tableaux des singularites 
élémentaires pour le cas réel, le cas symétrique et le cas des fonc- 
tions sur une variété à bord. 


17.1. Fonctions réelles. Considérons des fonctions réelles diffé- 
rentiables avec les points critiques O et les valeurs critiques 0. 
Les germes en 0 de deux fonctions réelles de ce type sont dits stable- 
ment équivalents si on peut les rendre équivalents (transformer l'un 
dans l’autre par une R-équivalence, i.e. par un changement de varia- 
bles indépendantes) par une addition directe de formes quadra- 
tiques non dégénérées. Par exemple, les germes des fonctions f (x, y) = 
= DS — y, gx, y, z) = 2$ + y? + z° sont stablement équivalents. 
La classification des germes réels simples et unimodaux donnée ci-des- 
sous est établie à l’équivalence stable près. 

Germes simples. 


DE, k>4 | Es | E. | E, 


+ zh+i | y & yhTt 


a + y | T° + zy° | red 
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Remarque. A5 = Az, Ai = Ai; dans le reste les germes indiqués 
ne sont pas équivalents. Voici un commencement de l’hiérarchie des 
singularités dégénérées des fonctions réelles: 


J— KT 


As Œ—— 


\ is | 


les classes symbolisées par . . . forment un ensemble de codimen- 
sion 5 dans l’espace des fonctions de point critique 0 et de valeur 
critique O). 

Germes unimodauz (d'après V. Mouravlev et V. Zakalyukin). 


Nom | Forme normale | Restrictions 


Paraboliques : 


Pa=Ty,s,s DS + ax + 222 y2: a? #4, si + 
Xo= Ta, 4. + zt+az°y? + y* a? 4, si + +ou — — 
Jio=Ta,s,6 IS ar°y* + zyt a? = à, ei + 


Hyperboliques de corang 2: 


Jiosn = Ta,s, 6x zS = 2°y2 + ayé*h a-0,k>0 
XZpon = Ta, 4e 40h æ 2 + 24y°—+ ayttk a£#0,k>0 
Yrs=Tans H 2°y° = z'— ays a = 0, r;, s>4 
Vo Taper {224 y) 77 a 0 Sa 


Hyperboliques de corang 3: 


Pysn = Ts, 3, 30h D + rs yis+azkts aÆ0,k>0 
Rim=Ts.i,m z(z—Lyzs) + yl + am a0m>l>s 
PT zimzLytLzt)oy"n la£0.m>s 

Th. qr azyz: + IPHyIHE a ÆO0,pritgitri<t 


Tr: Th Mo M z(y°+ 2?) + zP—+ ay" a £ 0, piLomi<i 
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Nom Forme normale 


Nom Forme normale | 


Exceptionnelles : 


Es 2S+ y" + 23Lazys, W',3 H st zyt + 55 +ayt, 
E;s 234 2y$ + = — aus, (OT: z$ + yès + s'+ arcs, 
E4 a = y + = Lazryé, Qu 28H yis = rS —ast, 
Zu Dybyÿ =: azyt, Que 284 yis + 55H astz, 
Zi2 TSy zut + 2° + az°ys, Sir 2 (+ yes) + gt + aps, 
Zis Dy ++ = art Se (Lys) — 2yI — ay, 
W H ai y 2 --ar ut, Lis zx + y°) + 2 + arys® 


Ici a est un ‘paramètre réel. 


En ce qui concerne la réduction des singularités génériques à ces 
formes normales, on a les mêmes théorèmes que dans le cas complexe 
(p. 155). Ils se démontrent par les méthôdes exposées aux paragra- 
phes 11 à 16. 


Remarque. Puisque les singularités complexes sont déjà classifiées, 
on peut considérer les formes réelles de chaque singularité complexe. 
Toutes les singularités simples réelles sont des formes réelles de: 
singularités simples complexes, et les singularités unimodales réel- 
les sont des formes réelles de singularités unimodales complexes. 
Or, ce résultat n’est pas évident a priori et ne peut être obtenu qu’en 
confrontant une classification complexe et une classification réelle: 
effectuées de façon indépendante. 

C'est que nous ignorons si la modalité se conserve ou non par la. 
complexification. E. Vinberg a exhibé un exemple de représentation: 
d’un groupe de Lie réel pour lequel la modalité d'un point croît 
à la suite de la complexification: telle est par exemple l’action 
canonique du groupe des quaternions dans R* (le nombre de modules. 
est nul avant la complexification et positif après). 

La modalité d'un point critique ne diminue pas par la comple- 
xification (V. Mouravlev), maïs on ignore si elle peut croître comme 
dans l'exemple ci-dessus. 


17.2. Les min-germes. Nous donnons ci- après un tableau composé: 
par V. Vasiliev [309] dans lequel sont inventoriées les formes norma- 
les des germes de fonctions différentiables au voisinage des points. 
du minimum (à l'addition près d'une constante et d'une forme 
quadratique définie positive de variables supplémentaires). La réduc- 
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‘tion à la forme normale est obtenue en faisant un changement diffé- 
rentiable de variables indépendantes. Dans la colonne Z du tableau 
est indiqué le nombre de paramètres à partir duquel les points du 
minimum du type donné ne peuvent plus être supprimés par une 
petite déformation de la famille. Dans les familles génériques de 
‘fonctions avec ?{ << 16, on ne rencontre jamais un point du minimum 
qui ne soit pas équivalent à un des points du tableau *). 


Nom Forme normale Restrictions | l 
Aoh-1 z°h k>1 2k—2 
Xi 0 = Te, 4, 4 zé—+ ar y — vi c>—2,az2|7 
Xisor = Te, 4, seer zt+ ztys + agit a>UÜ,r>l 1+2r 
La. og = Ta seen, gesg | TNT art y ÉTÉ a>0,r,g>1| 7+29r+9 
Yr, r = Te, er, qer ES + y) agir ce &U,r 231 3—2r 
‘W1, 0 rt+ (a+ by) 13 + y" a <à 12 
WE 29 5 y9) + (a+ by) rtytal  a(— 1)2<0, | 12+ 2 

g> 1 


Ici a, b sont des paramètres réels. 
Principales adjacences: 


.… <— Ay— A) <— A — À; a À;s _— 


Remarque. Un point du minimum est toujours de multiplicité u 
impaire. Le diagramme de Newton d'une fonction dans un point du 
minimum de multiplicité finie présente les propriétés suivantes: 
1) ses sommets ont tous des coordonnées paires, 2) le diagramme traverse 
tous les axes de coordonnées. 

Nous appellerons partie principale d'une fonction analytique 
la somme de ses termes tayloriens dont les exposants appartiennent 


*) On trouve dans [309] des formes normales aussi pour quelques autres 
séries, y compris toutes les singularités avec ! = 16, 
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au diagramme de Newton. La somme des termes de la série de f 
dont les exposants appartiennent à une face donnée © du diagramme 
sera notée f5. 

Les parties principales des fonctions au point du minimum ont la 
propriété suivante: pour chaque face © le polynôme fS est partout 
non négatif. Si de plus les polynômes f° ne s'annulent pas en dehors 
des plans de coordonnées, la fonction f vérifie, au voisinage du point 
du minimum, l'encadrement suivant: 


EI CG, (») 


où g est la somme des monômes ayant pour exposants les sommets du 
diagramme de Newton, avec les coefficients égaux à 1. 

Réciproquement, il ressort de l'encadrement (+) que tous les f5 
sont positifs en dehors des plans de coordonnées. L'encadrement (+) 
a lieu pour presque toute fonction ayant le diagramme de Newton donné 
et admettant un point du minimum. 

Pour mieux décrire l’ensemble des parties principales des fonc- 
tions admettant un point du minimum, considérons l’espace 2 des 
polynômes dont les exposants appartiennent au diagramme donné 
(pour pouvoir servir de partie principale, le polynôme doit avoir des 
coefficients non nuls auprès de ses monômes qui correspondent aux 
sommets du diagramme). Une hypersurface (homéomorphe à un hyper- 
plar) partage l'espace P de polynûmes en deux domaines. Suivant 
l'appartenance de la partie principale d'une fonction à l'un ou l'autre 
domaine, la fonction ou bien admet un point du minimum et vérifie 
l'encadrement (+) ou bien son point critique en Ù n'est jamais un mini- 
mum. 


On trouve les démonstrations des assertions formulées dans cette 
temarque dans le travail cité de V. Vasiliev. Voir aussi [71], [72]. 

Les fonctions génériques ne peuvent avoir que des minima non 
dégénérés. Or. dans des familles de fonctions dépendant des para- 
mètres, les dégénérescences sont non supprimables. 

Considérons une famille de fonctions différentiables f, sur une 
variété fermée qui dépendent d’un paramètre À de dimension #. 
On appelle fonction du minimum de la famille la fonction F (À) = 
= min f; (x). 

La fonction du minimum est continue mais n’est pas différentiable 
en tout point en général (dans un paysage à relief accidenté la 
ligne d'horizon peut étre brisée). Un exemple de fonction du minimum 
est la distance d’un point donné du domaine au point le plus proche 
de sa frontière (la surface d'un tas de sable sur la pelle est le graphe 
d'une fonction du minimum). Il est clair que cette fonction présente 
toujours des singularités. La connaissance des singularités des fonc- 
tions du minimum est essentielle dans les problèmes de calcul varia- 
tionnel, de contrôle optimal, de théorie des jeux, etc. 
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La théorie développée plus haut permet d'inventorier les singula- 
rités des fonctions du minimum des familles génériques dépendant 
de À < 10 paramètres. La classification est établie à la R*-équi- 
valence près. i.e. aux difféomorphismes pres de l'espace des paramè- 
tres et à l’addition près d'une fonction différentiable des paramètres. 

Par exemple, la fonction du minimum d'une famille générique 
à un paramètre est équivalente à — | À | au voisinage de chaque 
point singulier. Dans les familles à deux paramètres on rencontre 
des singularités de trois types, avec les formes normales — | À, |, 
— 2 ]— fe + 2 I min (r$ + Aix + or). Tant que l’espace 
des paramètres est de dimension inférieure à 7, la liste des formes 
normales est finie. et à partir de la dimension ; on y voit apparaitre 
des modules. 

D'après L. Bryzgalova [71]. [72]. le nombre +v(#) de formes 
normales est donné par le tableau 


9 


k 1 2 [3 


| > 


5 00 


+ ua | | | 3 


L. Bryzgalova a exhibé également tous les germes simples et 
stables de fonctions du minimum: ils coïncident à la R*-équivalen- 
ce près avec les singularités de la fonction du minimum de la famille 
de polynômes °° + Ar" + ... + 72,7. Toutes les singulari- 
tés des fonctions du minimum des familles génériques à # << 7 
paramètres sont simples et stables. 

La fonction du minimum d'une jamille générique est localement 
topologiquement R-équivalente à une fonction différentiable et même 
à une fonction de Morse: cela est vrai pour un nombre arbitraire 
de paramètres (cf. V. Matov [213)). 


17.3. Singularités symétriques. Considérons une fonction holomor- 
phe invariante par l’action linéaire d’un groupe compact G dans C*. 


1° Théorème. Toute fonction holomorphe G-invariante admettant 
en O un point critique non dégénéré à valeur critique ( peut être réduite 
à sa partie quadratique par un changement de variables indépendantes 
G-invariant (i.e. commutant avec l'action de G) et biholomorphe en 0. 

On a un « lemme de Morse équivariant » analogue dans les cas 
analytique réel et différentiable. 

2° Dans l'espace C"*! muni de coordonnées 24. . . ., Z2,, considé- 
rons un plan C" = {::2, +...-+:, = 0}. Le groupe des permuta- 
tions de coordonnées S (nr — 1) renvoie ce plan sur lui-même. Dési- 
gnons par A1, . . .…. À, les coefficients du polynôme ="*1 Az" D 
... + Àn à racines 24. . .. 2. C'est une base dans l’espace des 
fonctions symétriques (i.e. $ (nr + 1}-invariantes) sur le plan C". 
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Le commencement de l’hiérarchie des fonctions symétriques sur le 
plan C" au voisinage du point critique O se présente comme suit *): 


n+i Type Forme normale m} My codim 
2 | Ih | LA | 0 | 0 | k—1 
3 Î + 0 0 0 
3 [l + le Ù 0 1 
3 Ill, | +Atar, a 0 1 0 k 
3 IV + he rat 1 Ù 3 
3 V néant >2 2 4 
4 I + 0 0 0 
4 ar +h+an. a £L0 1 0 k—1 
4 [II + — ah bts, A (a) O0 2 1 2 
4 A néant 2 >2 3 
5 [ ET 0 0 0 
5 [I + hs +ani 1 0 1 
5 [II néant >4 >2 2 


Ici m;, m, sont les nombres de modules pour la fonction et pour 
son hypersurface de niveau nulle (il s'agit de l’action du groupe 
des difféomorphismes équivariants sur l’espace des germes de fonc- 
tions ayant la valeur critique O au point critique 0). 

Diagrammes d'adjacence : 


n =2 L— DL —... 
nn 3 I<— II — I, <— IN 
IV <—V 
n m4 le I, <— I 
III <— IV 
næ=sS I<— II <— II 


*) D'après [23] et conformément aux calculs de V, Goryunov. 
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3” Considérons l'action du groupe S (n) des permutations de 
coordonnées dans l'espace C" muni de coordonnées (x,. . . ., zh). 

Le groupe des germes symétriques (commutant avec l'action de 
S (n)) de difféomorphismes (C", 0)— (C"', 0) opère sur l'espace des 
germes de fonctions symétriques au point critique 0 de valeur criti- 
que Ü. On dit qu'un germe de fonction symétrique est simple si son 
ä-jet rencontre un nombre fini (borné pour À —+ co) d'orbites, i.e. si 
le nombre de modules de la fonction est nul. 

Les germes symétriques simples de fonctions dans un point 
critique se réduisent aux formes normales (par l’action du groupe 
des difféomorphismes symétriques). Nous citerons ces formes norma- 
les en conservant les notations de V. Goutsou (1976). Soient s, = 
= IP +... + x?, Sh= (1 —(sn))} +... + (rn — (S1'n)}?, 
POUR = 2x7; + To = y, Tr — Xe = 5. Les formes normales des ger- 
mes simples se présentent comme suit: 


n Forme normale 
>2 s?+ Se, q Z 2 
2 +, qi 
2 2 y+yP, p>3 
2 2° + y° 
3 T+S3s 


Tous les tableaux de ce n° sont tirés de [23]. D'autres ques- 
tions de la théorie des points critiques symétriques sont discu- 
tées [244], [327]; on y trouve aussi la littérature correspondante. 


17.4. Singularités de bord. Par germe de variété à bord, on entend 
le germe de la paire (R", R"-1) (ou (C". C'"-1)) en 0. Dans ce n° se- 
ront classifiés les germes de fonctions à valeur critique O dans un 
point critique O au bord de la variété, ceci par rapport au groupe 
des difféomorphismes qui renvoient le bord sur lui-même. 


Théorème. Les points critiques simples de fonctions au bord d'une 
variété à bcrd appartiennent — à l'équivalence près — à la liste sui- 
vante des germes de fonctions f (x, y) dans le point x = y = 0 du bord 


z = 0: 


+ zh + y zy + yh Hz + yi 
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Ici l’équivalence des fonctions d’un nombre différent de variables. 
s'entend au sens de l’équivalence stable sur la variété à bord (cf. 
n° 17.1). 


Remarques. 1. Les germes de fonctions aux points critiques non 
simples forment un ensemble de codimension 3 dans l'espace des. 
fonctions avec le point critique 0 et la valeur critique O0 ; dans les 
familles génériques de fonctions dépendant de << 4 paramètres. 
tout point critique au bord est simple. 

2. Les germes de fonctions aux points critiques simples des ty- 
pes B,, Cr, F, forment des ensembles de codimension * — 2 dans. 
l'espace des germes de point critique 0 et de valeur critique 0;. 
autrement dit, ces singularités apparaissent comme non supprima- 
bles dans les familles de fonctions dépendant d'au moins k — 4 
paramètres. 

3. Les singularités B, et C, sont équivalentes. 

4. Le théorème ne figure pas explicitement dans [23], car en 1975. 
on ne connaissait pas encore le lien des singularités de bord avec les. 
groupes de Coxeter. Pitt et Poston ont indiqué en 1978 quelques 
premières singularités de bord (voir {247]). 

On trouve dans [26] la démonstration du théorème précédent, 
ainsi qu'une discussion détaillée du lien des singularités de bord 
simples avec les groupes engendrés par les réflexions. les algèbres. 
de Lie simples et les diagrammes de Dynkine (notés par les mêmes 
lettres). En particulier, on définit dans {26] la forme des intersections. 
de la singularité de bord et on montre que les singularités simples 
ne sont autres qu'elliptiques. 

Beaucoup d'objets admettent des analogues (non formels) com- 
plexes : c’est ainsi que l’analogue complexe du groupe Z. est Z, celui 
du groupe symétrique S (n), le groupe B, des tresses d'Artin; les 
espaces contractiles ont pour analogue complexe les espaces X (x, 1) : 
la théorie de Morse, la théorie de Picard-Lefschetz. A une variété- 
à bord F > 0 correspond dans le cas complexe la variété # = :?, 
i.e. le revêtement à deux feuillets, ramifié le long du bord, de l’espace. 
complexe initial. 

Par passage au revétement à deux feuillets. les fonctions sur 
une variété à bord se transforment en fonctions symétriques par 
rapport à l’involution où une des coordonnées change de signe. La 
liste des formes normales des fonctions symétriques simples citée 
dans le n° 17.2, pour r = 2, se déduit de la liste des singularités de 
bord simples B3, Cxr. F, en faisant la substitution x = :° (dans 
le même ordre d'idées, le cas 2—3 correspond à l'algèbre de Lie 
simple G:). Les algèbres simples A;, D, et E;. E;. E, s'inscri- 
vent elles aussi dans ce schéma: elles se font correspondre les. 
fonctions 
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An, kZ1 | Dys k>4 | Es | E; | E, 


Hyntitz [pes Hz deuitz | finite | vi+uitz 


Le point O n'est critique que pour la restriction de la fonction 
au bord x = (0. 

L'indice d'un point singulier d’un champ de vecteurs se prête 
difficilement à une généralisation au cas d’une variété à bord. Or, 
pour une 1-forme différentielle, on arrive à définir les indices des 
singularités de bord de façon à vérifier la formule de Hopf: la carac- 
téristique d'Euler-Poincaré d'une variété compacte à bord est 
égale à la somme des indices de toutes les singularités de la 1-forme. 
Le calcul de ces indices conduit à l'étude des signatures des formes 
quadratiques canoniquement définies sur les algèbres locales corres- 
pondantes. S'agissant de singularités simples, ces signatures sont 
aussi égales à celles des formes définies par la convolution des inva- 
riants des groupes correspondants engendrés par les réflexions. Une 
analyse de cette coïncidence montre que les formes elles-mêmes sont 
-duales. Cette dualité s’avère d’une grande utilité lorsqu'il s’agit de 
formuler ou de démontrer tel ou tel théorème des formes normales. 
Par exemple, le lemme de Morse équivariant admet un « théorème 
dual »: un champ de vecteurs transversal à une queue d’aronde 
est localement rectifié par un difféomorphisme qui conserve Ia 
queue d’aronde. Un développement de cette théorie conduit par 
exemple à une classification des projections singulières des surfaces 
génériques dans R° (dix formes normales simples réelles *)). Pour 
les détails nous renvoyons à [27], [195] et [197]; V. Gorvunov [128] 
a trouvé toutes les projections simples d'hypersurfaces. 

La liste des projections simples d’hypersurfaces (qui peuvent 
aussi étre singulières) sur une droite s'avère être identique à 
celle des singularités simples de fonctions sur une variété à 
bord. 

1 existe aussi une classification exhaustive des singularités de 
bord de fonctions unimodales. Toute singularité de cette espèce 
appartient — à une équivalence stable près — à l’une des listes 
suivantes : 


*) Surfaces z = zx, 2°, 2° + 2y, 2 HE zy°, 2 + 2y9, 2 + zy, st + 2y + 
+ zyÿf, 2 + ay HE zy; projection (x, y, =) (y, 2). 
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Singularités de bord unimodales de corang 2 (voir [26]): 


Nom Forme C-normale Restrictions 


[Ti 
Fi,0 TS + azy® + y° 434927 +0 6 
Fi, p azP#l y + ys a#0, p>i 6+p 
Fy ty + azy néant 8 
Fo 23y + y9 + ax?y? néant 9 
Fo 29 y + arty néant 10 
Ka,a y + axzy° + 2° a? < 4 6 
Ka. q yt+zy +azxt ak0,qg>2 g—+4 
Kp. q yP+ zy* + axa a£0, p>4,qg2>2 p+gq 
KT 2p-3 (z+ y?) + azPy a£0,p>i 2p+3 
KŸ 2p-4 (z+ y) + axP a£0, p>2 2p+2 

8 y + r°y + ax néant 8 
Kÿ y* + 2$ + ar°y* néant 9 
K&° yÿ+ x + axys néant 8 


Singularités de bord unimodales de corang 3 (d'après V. Matov 
212]) : 


Nom Forme R-normale u 
Le= Da, YTvs + V3 + ZY1 + axzÿa 6 
Dh Ylva + V5! azyl + zys k+I+1 
Es, o YŸ H Yi + aryi + be 8 
E;,0 Y$ + Y13 FazY1 + Tÿe 9 
Ex, 0 Yi + yÈ+arzyi + ze 10 
D} Y?Ye + y} + zY1 + azyè 8 
E6, YU? + US + zy1 + azyi 9 
Di Y?ÿe + V2 + z° + axyi 8 


Pour LL; on a a? + 1 0, et pour Dr,1onaaÆ0,k>4,12>1, k+I>S. 
16—0465 
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Principales adjacences : 


C;,=B,—-B;— Be... 
CF Forfait. : 
Fa Fo Fo 


Ca han Ki... 


DS: 


Css À —... 


Au X 


E6 —> E.0 D Di. D ; <— ... 


Î 


Ego — Dés + Der +... 


li 


17.5. Singularités tangentielles. Les diagrammes de bifurcation 
des singularités de bord simples B, permettent de mieux cerner la 
position relative de la surface et de ses tangentes. Les singularités 
de ce type seront dites tfangentielles. 

L'exemple le plus simple de singularité tangentielle est le point 
d'inflexion d’une courbe plane. Un élément linéaire du plan est 
appelé singulier si son prolongement est tangent à la courbe ou 
s’il est appliqué en un point de la courbe. Au voisinage d’un élé- 
ment d’une tangente ordinaire les éléments singuliers forment dans 
l'espace de tous les éléments linéaires du plan une surface difféo- 
morphe au diagramme de bifurcation de B, multiplié par une droite, 
et au voisinage d’un élément de la tangente d'inflexion, une surface 
difféomorphe au diagramme de bifurcation de B, (voir [26]). 
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On peut décrire le diagramme de bifurcation de B, comme suit: 
{à € RÂ: le polynôme 2* + A,x“-1 +... + À} a une racine nulle 
ou multiple}. 

Considérons une surface différentiable dans un espace réel pro- 
jectif. La répartition des points d'une surface générique en sept 
classes a été établie indépendamment par E. Landis [182] et O. Plato- 
nova [238] à [242] et aussi [177], [217]. 

La courbe différentiable des points paraboliques divise la surface 
en domaines elliptique et hyperbolique. Les points d’inflexion des 
courbes asymptotiques forment une courbe différentiable immergée 
dans le domaine non elliptique : la courbe des inflexions. En plus des 
deux domaines et des deux courbes que nous venons d'indiquer, on 
rencontre sur une surface générique encore trois types de points 
singuliers : les points de tangence élémentaire de la courbe des in- 
flexions à la courbe des points paraboliques, les points de self- 
intersection élémentaire de la courbe des inflexions et les points des 
inflexions dégénérées élémentaires (en lesquels la courbe des infle- 
xions est tangente à la direction asymptotique). 

Ces sept classes de singularités tangentielles sont invariantes 
par les transformations projectives de l’espace ambiant et sont sta- 
bles en ce sens qu'elles ne disparaissent pas mais se déforment légère- 
ment quand on fait « bouger » la surface. 

On dit qu’un élément linéaire de l'espace projectif est singulier 
par rapport à une surface donnée si son prolongement est tangent 
à la surface ou s’il est appliqué en un point de la surface. On définit 
de même les éléments singuliers par rapport à un germe de surface 
en un point. Les éléments singuliers par rapport à une surface donnée 
forment une hypersurface dans la variété de tous les éléments liné- 
aires de l’espace projectif. Considérons le germe de cette hypersurface 
en un élément linéaire quelconque tangent à la surface. 


Théorème (O0. Platonova [239]). L'ensemble des éléments singuliers 
par rapport à un germe de surface générique en un point quelconque 
de cette dernière est localement difféomorphe au produit du diagramme de 
bifurcation de Bx par l'espace euclidien R5Ÿ, où k est la multipli- 
cité de l'intersection de l'élément tangent à la surface avec cette surface 
(on a À = 2 pour un élément non asymptotique, k = 3 pour un élé- 
ment asymptotique ordinaire, k = 4 pour les éléments asymptotiques 
de la courbe parabolique et la ligne des inflexions, sauf les éléments 
tangents à la courbe des inflexions dans les points d'inflerion dégénérée 
pour lesquels k = 5). 

Un élément linéaire non singulier définit un germe non singulier 
de projection de la surface (par des droites issues du point d’applica- 
tion de l'élément). En stratifiant la variété des éléments singuliers 
compte tenu de la position des strates par rapport aux fibres de la 
fibration PTRP—+ RP$, on obtient une classification des germes de 


16 
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projections de surfaces différentiables génériques dans RP* le long 
des droites issues d'un centre arbitraire. Il existe 14 classes: les 
10 citées au bas de la page 240 plus r° + zy", x5+ xy, x rty + ry° 
[2391 à [242], [262] à [264]. [118], [1601, 135], 137], 138], [401]. 

Les singularités tangentielles apparaissent de façon naturelle 
aussi dans les problèmes de la diffraction et dans le problème varia- 
tionnel du plus rapide détour pour éviter un obstacle ; c’est précisé- 
ment dans ce dernier problème que ©. Platonova a rencontré ces 
singularites. 

D'autre part, N. Nékhorochev, en analysant l'évolution des 
variables d'action dans les systèmes de Hamilton proches d'un sys- 
tème intégrable, a introduit les indices de la pente &;, .... & 
d’une fonction de Hamilton non perturbée Æ# dans un domaine G 
de R'" [224], [225], (11591, (531. 

On dit que le plan À de dimension r est permis en un point x 
de G si x est un point critique de la restriction de A à A. Soit A, 
l’ensemble de tous les plans permis en x, et soit fa = grad (HA). 
On dit que la quantité &,> 1 est l'indice de la pente (ou de la raideur) 
de dimension r de A dans Gsi &, est l'infimum des « tels que 3X >- 
> 0 36 —0: VEE(0. 8) 1n€ (0, El: VAE M, Vr EG Vy € A; 
de [zx —y|=n il ressort que | fA (y) | > KES. 

E. Landis a mis en évidence le lien qui existe entre les indices a, 
et les singularités tangentielles des surfaces de niveau d’une fonction 
de Hamilton. Notamment, on a &, << 2n + 1 pour des fonctions de 
Hamilton génériques dépendant de n variables; pour #7 — 3 on 
a aussi Go 2, les valeurs indiquées étant atteintes de façon stable. 
Ainsi donc, la classification des singularités tangentielles des famil- 
les à un paramètre de surfaces permet de calculer les indices de la 
pente des fonctions de Hamilton génériques en tout point pour des 
systèmes à deux et à trois degrés de liberté. 

Les singularités tangentielles sont liées également aux singulari- 
tés de l’application qui à chaque élément linéaire tangent de la 
surface fait correspondre une droite projective qui le contient. 

Soit une famille à un parametre de géodésiques sur une surface 
dans l’espace euclidien à trois dimensions. Associons à chaque point 
de la surface la direction de la géodésique qui passe par ce point (un 
point sur la sphère). Les géodésiques de la famille sont tangentes 
aux courbes asymptotiques le long d’une certaine courbe de la sur- 
face. L'application construite sur la sphère admet en ces points des 
singularités: un pli dans chaque point générique et des fronces 
dans certains points exceptionnels. L'étude des singularités engen- 
drées par une famille de géodésiques est poursuivie dans [35] à [381], 
[40], [43], [118], [1601], [196], [241], [242], [262] à [264]. 


CHAPITRE III 


SINGULARITÉS DES CAUSTIQUES 
ET DES FRONTS D'ONDE 


Un des domaines d'application les plus propices de la théorie des 
singularités est l'étude des singularités des caustiques et des fronts 
d’onde et leurs bifurcations. Au point de vue mathématique, cette 
étude porte sur les singularités génériques d'applications très spé- 
cifiques, à savoir : applications lagrangiennes et legendriennes. Dans 
ce chapitre nous exposons quelques éléments de théorie des singula- 
rités lagrangiennes et legendriennes ; le lecteur trouvera au $ 21 une 
classification des singularités des caustiques génériques dans des 
espaces de dimension <10 et de celles des fronts d'onde dans des 
espaces de dimension <11. 

Pendant le déplacement du front d'onde, ses singularités glissent 
le long de la caustique et en certains moments subissent des méta- 
morphoses. ou bifurcations. Nous citons au $ 22 une classification 
des métamorphoses subies par les fronts d'onde dans des familles 
génériques à un paramètre dans des espaces de dimension <5, 
ainsi qu'une classification des métamorphoses des caustiques dans 
des familles génériques à un paramètre dans des espaces de dimen- 
sion 3. 


$ 18. Singularités lagrangiennes 


On peut voir une caustique en observant sur le mur la figure 
formée par les rayons lumineux réfléchis par une surface concave 
(par exemple, l'intérieur d'une tasse). En faisant bouger la tasse, 
on s'assure que les caustiques génériques ne peuvent présenter que 
des singularités standards, car toute singularité plus compliquée 
se décompose par une petite déformation en donnant naissance à des 
singularités standards. Dans ce paragraphe nous développerons une 
technique particulièrement adaptée à l'étude des singularités des 
caustiques: la théorie des singularités lagrangiennes. 


18.1. Variétés symplectiques. Une caustique est l'enveloppe 
d'un système de rayons. En optique géométrique (ou en mécani- 
que classique) les systèmes de rayons sont décrits en termes de sous- 
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variétés dites lagrangiennes de l’espace de phases. En ces termes, la 
caustique est l’ensemble des valeurs singulières de la projection 
d’une sous-variété lagrangienne de l’espace de phases sur l’espace de 
configuration. Commençons par rappeler les définitions fondamen- 
tales de la géométrie des espaces de phases. 

On appelle structure symplectique sur une variété M une 2-forme 
fermée non dégénérée «. 


Eremple 1. Rte vectoriel A1 = R°" muni de coordonnées 
Gr : De - + On) à une structure symplectique standard 
= Sdp, VA) de (il est évident qu'il s’agit d’une forme fermée et 


non dégénérée). 


Exemple 2. Soit V une variété différentiable de dimension n 
(espace de configuration); soit x: T*V —+ V son fibré cotangent. 
La variété M — T*V de dimension 2n est appelée espace de phases 
de V. L'espace de phases a une structure symplectique standard définie 
de la façon suivante. Soit t: T.M—- M un fibré tangent. Définissons 
sur T*V la 1-forme standard a telle que « (£) = (TE) (n,Ëë). La 
structure symplectique standard de l’espace de phases est la 2-for- 
me © = du. 

Soient (91, .- .., 4h) des coordonnées locales dans l’espace de 
configuration et (D,, . . ., Ph) les coordonnées correspondantes dans 
l’espace de phases. Alors la 1-forme standard s'écrit sous la forme 
a = Spidqi. D'où il ressort que la 2-forme w — da est fermée et 


non dégénérée (voir exemple 1). 


Théorème (Darboux). Toutes les structures symplectiques sur des 
variétés de dimension donnée sont localement équivalentes (difféomor- 
phes). 

Autrement dit, toute structure symplectique s'écrit au voisinage de 
chaque point en coordonnées convenables sous la forme © = S'dpi À dqi. 


Démonstration. Appliquons la méthode d' homotopie. 
Soit {w:} (t E [0, 1]) une famille, qui dépend différentiablement 
de t, de germes de 2-formes non dégénérées au voisinage de 0 indé- 
pendantes de t en 0. Cherchons une famille de germes de difféomor- 
phismes {g,} laissant O invariant, telle que gfo,= &,. Dérivant 
cette relation par rapport à f{, nous obtenons l'équation homologique : 


L,,0: RE Vs 


où y, est une 2-forme fermée connue (la dérivée de w, par rapport 
à t), et v, le champ de vecteurs cherché. Utilisant l'identité L — 
— id + di (où L est la dérivée de Lie et i la convolution: (i,w) (£) = 
— @ (v, Ë)), nous récrirons l’équation homologique comme suit: 


din ,O$= —Yt 
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Choisissons maintenant une {-forme «, s’annulant en O0 et telle 
que da, = — "y. L'équation i,,w6, = «, est résoluble de façon 
univoque par rapport au champ v,, car w, est non dégénéré. Le 
champ v, s’annule en O0 et définit donc la famille cherchée de germes 
de difféomorphismes {g,} pour 0 1< 1. 


18.2. Champs de Hamilton. Soit H: M —+ KR une fonction sur 
une variété symplectique (A7, w). Etant non dégénérée, la forme w 
définit un isomorphisme entre espace tangent et espace cotangent en 
tout point de la variété : à un vecteur v correspond une 1-forme i,w. 
La différentielle de Æ est une 1-forme sur M. L'isomorphisme pré- 
cédent fait correspondre à Æ un champ de vecteurs X} (de telle 
sorte que dH(E) = — w (Xx, Ë)). Ce champ de vecteurs est appelé 
champ de Hamilton, et H, le hamiltonien ou la fonction de Hamilton 
de ce champ. 

Le système d'équations différentielles définies par un champ de 
Hamilton s'appelle système canonique d'équations de Hamilton. 


Exemple. Dans l’espace symplectique standard le système d’équa- 
tions de Hamilton se présente comme suit: 


p = — 0H0q, q — 0H/0p 


(ce qui explique le signe négatif introduit plus haut). 
Le flot des équations de Hamilton conserve la structure symplectique. 
En effet, comme ZL = id -- di, on a 


Lx, o = Ix,, do + dix,,® = — ddH =(. 


La dérivée d'une fonction F prise suivant la direction d'un 
champ de Hamilton de hamiltonien Æ est appelée crochet de Poisson 
(H, F). Il est évident que (4, F) = d''(XH) = — o(Xr, X#), 
aussi le crochet de Poisson est-il alterné. On voit sans peine que le 
crochet de Poisson vérifie l'identité de Jacobi, si bien qu'un espace 
de fonctions de Hamilton muni du crochet de Poisson est une algè- 
bre de Lie. 

Un champ dont le hamiltonien est un crochet de Poisson de deux 
fonctions est lui-même crochet de Poisson de deux champs ayant 
comme hamiltoniens les fonctions en question. 

Deux fonctions sont dites en involution si leur crochet de Poisson 
est nul. Autrement dit, les fonctions en involution avec le hamilto- 
nien sont des intégrales premières des équations de Hamilton. 

ÏI1 y a deux moyens d’abaisser la dimension d'une variété ordinai- 
re: la section et la projection (i.e. le passage aux sous-variétés et 
aux quotients). Dans la classe des variétés symplectiques la dimen- 
sion ne peut varier que d’un nombre pair. On diminue la dimension 
en deux étapes, dont l’une est une section et l’autre une projection. 
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Considérons par exemple la sous-variété H — Cte d’une variété 
symplectique Y/ de dimension 2n. Cette sous-variété est de dimension 
impaire, mais elle est divisée en trajectoires du champ de Hamilton 
de hamiltonien Æ. L'ensemble des trajectoires sur la surface Z = Cte 
peut être regardé comme une variété de dimension 27 — 2 (au moins 
localement, au voisinage d'un point non singulier, mais parfois 
aussi globalement). Cette variété N de dimension 2r — 2 hérite 
de A7 une structure symplectique définie comme suit. Soient À une 
surface H = Cte, et x: A—+ N la projection. On définit sur NW 


la structure symplectique © par la formule 


o (146, Ten) = © (6, n) 
pour tous vecteurs &, n tangents à À en un point. On vérifie sans 
peine que la valeur du second membre ne dépend que des projections 
Teë, Txn et définit sur le quotient une structure symplectique. 


Exemple. Soient 4 l’espace standard R°", H = p*, À l'hypersur- 
face H = I. 

La solution des équations de Hamilton se présente sous la forme 
4 = Qo + 2Pot: P — Po. Pour cette raison l'espace des trajectoires 
de À est défini globalement: c'est la variété de toutes les droites 
orientées dans R”. 


Corollaire. La variété de toutes les droites orientées dans l'espace 
euclidien a une structure symplectique. 


Remarque. La variété de toutes les droites orientées dans l’espace 
euclidien est difféomorphe au fibré (co)tangent d’une sphère. 

En effet, associons à notre droite g + pt le point p/|p | quiest 
son vecteur unité. Ce point appartient à la sphère unité de l’espace 
euclidien. Le plan tangent à la sphère en p/| p | est percé par notre 
droite en un point. Ce point définit un vecteur tangent sur la sphère. 
On vérifie sans peine que les deux structures symplectiques de 
l'espace des droites dans l’espace euclidien R'" (induites l’une de R°" 
et l’autre de 7*S"-1) ne diffèrent que par le signe. 


18.3. Sous-variétés lagrangiennes. Une sous-variété d'un espace 
symplectique est appelée isotrope si la forme définissant la structure 
symplectique induit une forme nulle sur cette sous-variété. 


Exemple 1. Le plan p = Cte est isotrope dans l'espace symplec- 
tique standard {(p, q)}. 


Exemple 2. Toute courbe dans le plan symplectique R° de dimen- 
sion 2 est isotrope. 

La dimension d'une sous-variété isotrope n'est jamais supérieure 
à la moitié de la dimension de la variété symplectique ambiante (car 
la 2-forme symplectique est non dégénérée). 
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Les sous-variétés isotropes de la plus grande dimension possible 
(i.e. égale à la moitié de la dimension de l’espace symplectique am- 
biant) sont appelées lagrangiennes. 


Exemple 3. Parmi les C>, plans de coordonnées de dimension n 
d'un espace symplectique de dimension 2n, il y a 2" sous-variétés 
lagrangiennes: ce sont des plans définis comme suit. Soit Z une 
partie de l’ensemble {1,...,n}. Considérons n axes de coordonnées p;, 
iEZ,et g;, j 4 I. Le plan construit sur ces axes est lagrangien. 

Autrement dit, tous les plans de coordonnées lagrangiens se 
déduisent du plan construit sur les axes (p,,. . ., p,) par unerotation 
« de 90°» dans certains plans (p,, g;) de dimension 2 (une telle 
rotation (p;, g;)—+(g;, —p,) préserve la structure symplectique et 
envoie donc un plan lagrangien sur un plan lagrangien). 

Les sous-variétés isotropes des exemples 1 et 2 sont lagrangien- 
nes. 


Exemple 4. Soient V une sous-variété quelconque dans l'espace 
euclidien R'"et L la variété des normales orientées à V. Alors Z est 
une sous-variété lagrangienne de la variété symplectique de toutes 
les droites orientées dans R". 

Démonstration. Considérons dans R°' = T*R' la 1-for- 
me standard & = p dg. Considérons la sous-variété de dimension nr 
formée des vecteurs cotangents s’annulant sur L (pour l'identification 
euclidienne des vecteurs cotangents et tangents, la sous-variété en 
question est celle des vecteurs normaux à ZL). La restriction de & 
a la sous-variété indiquée est nulle. Il en découle aussitôt que la 
variété des normales orientées est isotrope et lagrangienne. 


Exemple 5. Etant donnée une fonction arbitraire S (q), g € R", 
définissons dans l’espace symplectique standard R°" une sous-variété 
telle que p — 0S/dq. C’est une sous-variété lagrangienne. 

En effet, on a sur cette variété p dg — dS, si bien que la restric- 
tion de dp /\ dq à cette variété est nulle. 


La fonction S$S est appellée fonction génératrice de la variété 
Jagrangienne. 

Toute sous-variété lagrangienne de l'espace symplectique stan- 
dard R°", qui est graphe de l’application p = f (g), se laisse définir 
localement par la fonction génératrice. (Puisque le graphe est la- 
grangien, la restriction au graphe de la forme p dg est fermée et, à ce 
titre. représente localement une différentielle de la fonction.) 


Exemple 6. Ün germe de sous-variété lagrangienne de l’espace 
symplectique standard est graphe de l'application p = f(q) si et 
seulement s’il est transversal au plan lagrangien qg = Cte. Tout 
germe lagrangien n'est pas transversal à ce plan. Par contre, tout 
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germe lagrangien dans R°" est transversal à un des 2" plans lagran- 
giens construits sur les axes de coordonnées (cf. [17]). 

Si le germe lagrangien est transversal au plan construit sur 
les axes p; (i El)etg;(j E J), il est graphe du germe de l’applica- 
tion (gr, Ps) —+ (Pr, 91). Dans ce cas ce germe est défini au moyen 
d'une fonction génératrice S (gr, Ps) par les formules 


Pr = 0S/0qn Qr = — 0S/0py 


(ces formules découlent de celles de l’exemple 5 par la rotation 
« de 90° » dans les plans de coordonnées (p;, g;), j € J). Les coordon- 
nées g, et les impulsions p;, j € J, affectées de signe « — » dans la 
formule, seront appelées pathologiques. Si l'intersection du plan 
lagrangien avec le plan g = Cte est de dimension #, on peut choisir 
une fonction génératrice à À arguments pathologiques. 


Corollaire. Tous les germes lagrangiens dans R°" sont localement 
symplectomorphes. 

Démonstration. De l'exemple 6 il ressort que tout germe 
lagrangien se laisse définir par une fonction génératrice en coordon- 
nées symplectiques convenables: p = 0$/0q. Le difféomorphisme 
(p, q) — (bp —dS/q, q) préserve la structure symplectique et met le 
germe sous la forme p = 0 


18.4. Fibrations lagrangiennes. Üne fibration x: £*"—B" est 
dite lagrangienne si l’espace Æ est muni d’une structure symplecti- 
que et si les fibres sont des sous-variétés lagrangiennes. 


Exemple 1. R°— R7, (p, g)—gq est une fibration lagrangienne 
standard. 


Exemple 2. La fibration cotangente T*B—- B de toute variété B 
est lagrangienne. En effet, la 1-forme standard a = p dg s’annule 
le long des fibres de la fibration cotangente, ce qui veut dire que sa 
différentielle w — dx s'annule elle aussi. 


Théorème. Toutes les fibrations lagrangiennes d'une dimension 
donnée sont localement symplectomorphes (localement = au voisinage 
de tout point de l'espace fibré). 

Démonstration. Choisissons sur la base de la fibra- 
tion x r germes de fonctions Q,,..., @, avec des différentielles indé- 
pendantes à l'origine du germe. Les germes de leurs images récipro- 
ques (nm = 7* @Q:, ..., On = r*Q,) au point considéré de 
l'espace fibré ont eux aussi des différentielles indépendantes. 

Considérons des champs de vecteurs X,; de hamiltoniens (g:... 

., Qn). Montrons que ces champs sont tangents aux fibres de la fibra- 
tion. En effet. on a dg; (E) = — w (X:, Ë), si bien que l’espace vecto- 
riel engendré par tous les vecteurs ë tangents à la fibre et par le 
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vecteur X, dans l’espace tangent TE à l’espace fibré en un point 
quelconque est isotrope (w = 0). Or, l'espace tangent à la fibre est 
déjà un sous-espace lagrangien (isotrope maximal) de l’espace sym- 
plectique vectoriel TE. Il s'ensuit que le vecteur À; est tangent 
à la fibre. 

Nous en tirons la conclusion que les fonctions g; sont en involu- 
tion : 


(qe 9) = © (X4, X 5) = 0, 


car la fibration est lagrangienne. Par conséquent, les champs X;, X; 
commutent, de même que leurs flots de phases. 

Choisissons, au point étudié, un germe lagrangien transver- 
sal à la fibre. Définissons les fonctions p,, ..., p, au voisinage 
du point de la façon suivante : en nous déplaçant à partir du point 
du germe lagrangien choisi pendant le temps t, dans le sens du champ 
—X,, puis pendant le temps ft, dans le sens du champ —X., et 
ainsi de suite, on aboutira à un point où py = ty, Ps = la, +. . 

Les germes de fonctions (p,. . - .«, Pn; Q1+ + + -» In) COonstituent 
un système de coordonnées locales en lequel la fibration se définit 
par la formule (p, q) — q. 

Considérons les intersections des surfaces de niveau des fonctions 
Pire + +» Pn-. Ce sont des translations de la variété lagrangienne choisie 
(transversale à la fibre) par des difféomorphismes symplectiques. 
Par conséquent, les intersections sont lagrangiennes. Or, on 
a —o (X;, &) = dp; (ë) = 0 pour tout vecteur & tangent à l'inter- 
section. d'où il ressort que les champs X'; sont tangents aux intersec- 
tions (sans quoi on pourrait ajouter le vecteur X; à l’espace tangent à 
l'intersection sans compromettre l'isotropie). 

Maintenant on calcule sans problèmes tous les crochets de Poisson 
des fonctions (p,, . . .. 4,) deux à deux : on s'assure que la structure 
symplectique se présente en coordonnées construites sous sa forme 
Standard © = Sdp; /À\ dgi. ce qui achève la démonstration du théo- 


rème. 


Remarque. Nous avons muni en passant chaque fibre de la fibra- 
tion lagrangienne d'une structure locale d'espace affine (définie 
par les coordonnées (p,. . .., ph)). L'arbitraire de la construction 
proposée se réduit au choix des fonctions (Q,. .... Q,) et de la 
section lagrangienne (p = 0). On vérifie cependant sans peine que 
toute variation des fonctions et de la section conduit dans la fibre 
à des coordonnées p qui ne diffèrent des coordonnées construites que 
par une transformation affine. En effet, une variation des coordonnées 
Q:; entraîne une transformation linéaire de dQ; et donc des champs X';, 
et une variation de la section lagrangienne a pour effet un simple 
décalage de l’origine p. 
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18.5. Equivalences lagrangiennes. On appelle équivalence 
lagrangienne de deux fibrations lagrangiennes un symplectomorphis- 
me d'espaces fibrés qui envoie les fibres de la première fibration 
sur celles de la seconde. 


Exemple 1. Considérons la fibration lagrangienne standard 
R°"— R", (p, g)— qg. Pour toute fonction $S définie sur la base de 
la fibration, l'application de l’espace fibré dans lui-même définie 
par (p, q)— (p + 0S/ûq, qg) est une équivalence lagrangienne. 


Exemple 2. Pour tout opérateur linéaire A: R"—> R', l’applica- 
tion de l’espace d'une fibration standard dans lui-même définie par 
(p, g)—>(4""!p, Ag) est une équivalence lagrangienne. 


Exemple 3. Soit une fibration cotangente T*B— B, et soit 
g: B— B un difféomorphisme quelconque. Alors l'application 
induite g*:T1*B— T*B est une équivalence lagrangienne. 


Exemple 4. Pour toute fonction S:B— R, l'application T*B— 
— TB définie par ë — ë + dS |:: est une équivalence lagrangien- 
ne de la fibration x:7*B— B dans elle-même. 


Théorème. Toute équivalence lagrangienne d'un germe de fibration 
cotangente dans lui-même se décompose en un produit d'équivalences 
définies dans les exemples 3 et 4: 


= SE d g*E+ ds EU 


où gest un germe de difféomorphisme de la base et S un germe de fonction 
sur la base. 

Démonstration. Toute équivalence lagrangienne induit 
par définition un difféomorphisme de la base. Utilisant l’équivalence 
définie dans l'exemple 3, nous nous trouvons dans le cas où le difféo- 
morphisme de la base est identique : il s’agit de montrer que l’équi- 
valence est alors celle de l'exemple 4. 

On doit donc décrire tous les difféomorphismes symplectiques 
de la forme (p. g) —> (P (p, q), g). Puisqu'ils sont symplectiques, 
on a P dq — p dg = dS, donc 0S'p = 0 et 0S/'oq = P — p, 
i.e. P — p + 0S/0q, ce qu'il fallait démontrer. 

Considérons l’action de l'équivalence lagrangienne @ définie dans 
le théorème sur un germe de variété lagrangienne L, section de la 
fibration cotangente. Le germe de Z se définit par une fonction 
génératrice F d'apres la formule p — 0F/0q. 

Le germe OZ est lui aussi une section; calculons sa fonction 
génératrice. En vertu de ce qui précède, l’équivalence 6 peut être 
définie au moyen d'un difféomorphisme g de la base et d’une fonc- 
tion S sur la base, par la formule 


OË — g*E + dS [neeze 
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Théorème. La fonction génératrice F du germe OL se déduit de la 
fonction génératrice F du germe de L par un difféomorphisme de la base 
suivi d'addition d'une fonction définie sur la base: 


F=Fogi+s. 


Démonstration. La forme p dg étant invariante par g*, 
on peut prendre F ° g”! comme fonction génératrice du germe g*L. 
Quant à la transformation E ++ ë + dS|::, il est évident qu'elle 
ajoute S à la fonction génératrice. 


18.6. Applications lagrangiennes. Considérons un plongement, 
dans l’espace de la fibration lagrangienne x: E£— B, d'une autre 
sous-variété lagrangienne (i: L— E). 

La restriction de la projection x à L, i.e. ni: L— B, est appelée 
application lagrangienne. 

Les applications lagrangiennes sont des applications de variétés 
de même dimension, mais elles forment une classe particulière d'ap- 
plications: les singularités génériques dans la classe de toutes les 
applications et dans celle des applications lagrangiennes sont diffé- 
rentes en général. 


Exemple 1. L'application gradiente q ++ 0S/0q est lagrangienne. 


Exemple 2. L'application gaussienne sur une sphère d’une hyper- 
surface d'espace euclidien orientée transversalement est lagran- 
gienne. 

En effet, la variété des normales orientées à la surface est une 
sous-variété lagrangienne du fibré cotangent de la sphère (voir la 
remarque du n° 18.2 et l'exemple 4 du n° 18.3). 


Problème. Calculer la fonction génératrice de l’application 
gaussienne (i.e. la fonction génératrice de la variété de normales 
lagrangienne). 

Réponse. C'est la fonction d'appui de l’hypersurface initia- 
le : elle est égale dans le point x de l’hypersurface à (rx, y}, où y est 
vecteur unité de la normale en x. 


——} 

Exemple 3. L'application normale qui au vecteur uv de la normale 
à une surface dans l’espace euclidien appliqué en un point uw associe 
le point v de l’espace lui-même est lagrangienne. 

Deux applications lagrangiennes sont Lagrange-équivalentes s'il 
existe une équivalence lagrangienne de deux fibrations correspondan- 
tes qui envoie la variété lagrangienne source de l’un des espaces 
fibrés dans la variété lagrangienne source du second. 

On définit de même les équivalences lagrangiennes des germes. 
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Problème. Montrer que tout germe d'application lagrangienne est 
Langrange-équivalent à un germe d'application gradiente (resp. à un 
germe d'application gaussienne, resp. à un germe d'application normale). 


Remarque. Tout germe lagrangien proche du germe gradient 
(resp. gaussien, resp. normal) donné est lui-même gradient (resp. 
gaussien, resp. normal); par conséquent, les phénomènes génériques 
dans la classe des applications gradientes (resp. gaussiennes, resp. 
normales) sont les mêmes que dans la classe de toutes les applications 
lagrangiennes. 


18.7. Caustiques. L ensemble des valeurs critiques d'une appli- 
cation lagrangienne s'appelle caustique. 


Exemple. Pour une application normale d'une surface d’un espace 
euclidien, la caustique est le lieu des centres de courbure ; pour la 
construire, on porte le long de chaque normale les rayons correspon- 
dants des courbures principales. 


Le lieu des centres de courbure de l’ellipse est une astroïde: 
c’est une courbe à quatre points de rebroussement. Ces singularités 
sont stables : quand on fait bouger l’ellipse, on obtient une courbe 
dont les centres de courbure forment une caustique à quatre points 
de rebroussement proche de l’astroïde. On peut aussi obtenir cette 
caustique comme enveloppe de la famille des normales à l’ellipse. 

Le lieu des centres de courbure d’un ellipsoïde triaxial est déjà 
une surface assez compliquée, mais les singularités lagrangiennes 
de cette surface sont elles aussi stables ; elles ont déjà été étudiées 
par A. Cayley (1873). 

Deux applications Lagrange-équivalentes ont leurs caustiques 
difféomorphes, car les applications sont elles-mêmes équivalentes 
à gauche et à droite. 

En général, la difféomorphie des caustiques n'implique pas 
l'équivalence lagrangienne. Elle n'implique pas non plus l’équiva- 
lence à gauche et à droite, et l'équivalence à gauche et à droite 
n'implique pas l’équivalence lagrangienne. 

Il existe pour les applications lagrangiennes une théorie des 
singularités particulière, parallèle à la théorie générale. Il se trouve 
que la théorie des germes lagrangiens stables se réduit à la théorie 
des déploiements versels de fonctions différentiables. Cela permet 
de tirer de la théorie des singularités des familles de fonctions une 
information substantielle sur les singularités lagrangiennes. 


$ 19. Familles génératrices 


On peut définir un germe de variété lagrangienne de dimension nr 
par une fonction génératrice de z variables. Dans ce sens la variété 
des germes lagrangiens dans R°" a un atlas de 2” cartes dont chacune 
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est un espace de germes de fonctions de »r variables (considérés à des 
constantes additives près). 

Il est parfois plus commode de définir le germe lagrangien à l’aide 
d'un germe de fonction d'un plus grand nombre de variables, dit 
famille génératrice. Il est évident qu’à un germe lagrangien corres- 
pond une multitude de familles génératrices. On arrive cependant 
à décrire explicitement la classe des familles qui définissent des 
germes lagrangiens équivalents. La classification des singularités 
lagrangiennes s’en trouve réduite à un problème de la théorie des 
familles de fonctions. 


19.1. Longueur de chemin optique comme famille génératrice. 

Les familles génératrices apparaissent de façon naturelle en 
optique géométrique. Soient, par exemple, dans l'espace euclidien 
deux sous-variétés de dimensions arbitraires (non nécessairement 
identiques) : une source de lumière et une surface observée. Une famil- 
le de fronts (équidistantes) se propageant à partir de la source défi- 
nit une famille de fronts analogue sur la surface observée. D'une façon 
générale, en chaque point de la surface observée arrivent plusieurs 
fronts, qui correspondent à des rayons différents perpendiculaires 
à la source et aboutissant au point observé donné, si bien que la 
famille de fronts sur la surface observée est « multivoque ». Il n'en 
reste pas moins qu'à cette famille correspond une sous-variété lagran- 
gienne parfaitement déterminée dans le fibré cotangent de la sur- 
face observée. Cette variété est constituée d’impulsions (diffé- 
rentielles de la longueur de chemin optique) qui correspondent à tou- 
tes les branches locales de la famille de fronts. 

Mettons cette situation en formules. Soient x € R* les coordon- 
nées d’un point de la source, À € R' les coordonnées d'un point 
observé, F (x, À) la longueur de chemin optique de x à À. La condi- 
tion de perpendicularité *) à la source du ravon allant de x à 4 
s'écrit 0F/0r = 0. Par conséquent, la variété lagrangienne dans le 
fibré cotangent de la surface observée se définit par la formule 


A = {À, x: 3x: OF/ôx = 0, x = 0F/0}). (+) 


[Nous utilisons les coordonnées usuelles dans le fibré cotangent : 
le point (À. x) de R°! est la forme 31 dA, + ... + x dà, dans le 
point À de R!.| 

La formule (x) définit la variété lagrangienne À de dimension / 
à l’aide d’une fonction F de n = k + ! variables. On peut regarder 
F comme une famille de fonctions de * variables x à / paramètres À. 


*) D'après cette condition, le chemin de x à À est stationnaire par rapport 
aux chemins menant à À au départ des points voisins de z. 
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L. Hôürmander a proposé d'appeler une telle famille, famille généra- 
trice pour le germe lagrangien A *). 

Il convient de souligner que la variété lagrangienne A n'est pas 
en général une section du fibré cotangent: sa projection sur la 
surface observée définit des caustiques sur cette dernière. D'autre 
part. on suppose que F soit une fonction univoque. 

On peut interpréter la formule (*) d’une façon différente. Con- 
sidérons dans le fibré cotangent du produit de la source par la surface 
observée une sous-variété lagrangienne section, définie par la fonc- 
tion génératrice F: 


M = {(x, À; y, x): y = 0F'ôx, x = 0F/0N)}. 


La variété A se déduit de 17 par une section par le plan y = 0 et par 
une projection subséquente (l’oubli de x et y). 

Le même résultat peut être exprimé d’une façon plus savante, ce 
que nous ferons tout de suite. 


19.2. Définitions préliminaires. Considérons une fibration 
auxiliaire p:R**!— R!, px, À) — 2. Nous appellerons R**! le 
grand espace et R! la base. L'espace de la fibration cotangente du 
grand espace et celui de la base seront appelés grand espace de phases et 
petit espace de phases respectivement. 


Définition. On appelle espace mixte de p l'ensemble de tous les 
vecteurs cotangents au grand espace s’annulant sur les vecteurs 
tangents aux fibres de p. 

L'espace mixte sera désigné par À. 

L'espace mixte À est une sous-variété du grand espace de phases. 
Par conséquent, À est fibré au-dessus du grand espace. Ses fibres 
sont naturellement isomorphes aux espaces cotangents de la base. 
Cette fibration À — R**!' sera appelée fibration mixte **). 

L'espace mixte À a une projection naturelle sur le petit espace 
de phases : un vecteur cotangent au grand espace, nul sur les vecteurs 
tangents aux fibres de la fibration auxiliaire, définit un vecteur 
cotangent sur la base. Les fibres de cette fibration À — T*R! sont 
isomorphes à celles de la fibration auxiliaire p ***). 


*) On rencontre des familles génératrices de fonctions linéaires en x déjà 

chez Jacobi et Lie (voir le pracédé de définition des transformations canoniques 

ar des fonctions d'un nombre redondant de variables dans E.T. Whitta- 

er, À t{reatise of the analytical dynamics of particles and rigid bodies, Cambridge 

Univ. press, 1927). 

**) La fibration mixte est la fibration induite par p de la fibration cotan- 

gente 1 de la base. 
***) Cette fibration est induite de p par x. 
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Ainsi donc, la fibration mixte et deux fibrations cotangentes 
forment un diagramme commutatif: 


A 
n] nd | | 
R! «—— R* k+! 


y (À) e——1 (x,A) 


Définition. Une sous-variété lagrangienne du grand fibré co- 
tangent est appelée p-régulière si elle est transversale à l'espace mix- 
te A pour p. 


19.3. Existence de la famille génératrice d’un germe lagrangien. 


Théorème. 1° La projection naturelle de l'intersection d'une variété 
lagrangienne p-régulière avec À dans le petit espace de phases est une 
sous-variété lagrangienne (immergée). 

2° Tout germe de variété lagrangienne dans le petit espace de phases 
peut être déduit, au moyen de la construction 1°, d'un germe de section 
lagrangienne p-régulière du fibré cotangent d’un grand espace conve- 
nable. 

Démonstration. A) L'intersection d’une sous-variété 
lagrangienne p-régulière Y avec À est une sous-variété de dimension / 
dans À. Montrons que la restriction de l'application p*n à cette sous- 
variété est non dégénérée. 

Assimilons les plans tangents &« à À et u à M au point d'inter- 
section à des sous-espaces vectoriels de l'espace symplectique vecto- 
riel tangent au grand espace de phases. 

On démontre facilement la 


Proposition 1. Le complémentaire orthogonal gauche ann « de « est 
l'espace tangent à la fibre de la fibration p*n. 

En effet, la structure symplectique est de la forme Zdy À\ dx + 
+ dx À\ di, et « se définit par y = 0. Donc ann «& est un x-espace 
de coordonnées, ce qui n’est autre que l’espace tangent à la fibre de 
p*x. La proposition est démontrée. 

D'après la condition de p-régularité, & + u = tout l’espace 
symplectique. Donc (ann «) f\ (ann u) = 0. Or, ann u = W, Car li 
est lagrangien. D'où (ann &) f] u = 0. Or, conformément à la pro- 
position 4, ann œ est l’espace tangent à la fibre de p*x. Il] s’ensuit que 
l'intersection de et À ne contient pas de vecteurs tangents aux 
fibres de cette fibration. La projection est donc bien une immersion. 

B) La variété immergée L = p*n (M (N À) est lagrangienne. 

En effet, puisque y = 0 sur À, on a Zdy /\ dx + Edx /\ di = 
— Zdx /\ dà. Donc, si les vecteurs tangents à M M À dans le 
grand espace de phases sont orthogonaux gauches, leurs projections 
dans le petit espace de phases le sont aussi. Par conséquent, ZL est 


17—0465 
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lagrangienne chaque fois que M est lagrangienne. L’assertion 1° du 
théorème est démontrée. 

C) Un germe arbitraire de sous-variété lagrangienne Z dans le 
petit espace de phases se définit par une des 2! fonctions génératrices 
de la forme S (À;, %x;) d'après les formules 


Ky —= OS/0hr; Àr = — OS 04). 


Ici (7, J) est une partition de l’ensemble {1, . .., /}en deux parties; 
soit À le cardinal de J (le nombre d'arguments pathologiques de la 
fonction S). Considérons $ comme famille de fonctions du second 
argument pathologique (de dimension À), assimilant le premier 
argument à un paramètre. Considérons une famille F (x, À)=S (À,,x) + 
+ (À, x) de fonctions de l’argument x de dimension #. fonctions 
qui dépendent du paramètre À de dimension / (cette famille est 
linéaire par rapport au paramètre À;). La famille F définit une 
section lagrangienne M du fibré cotangent du grand espace d’après 
les formules usuelles 


y — 0F/0x, x —= 6F/0à. 


Définissons la fibration auxiliaire pg par la formule usuelle 
p (x, À) = À. 


Proposition 2. La variété lagrangienne M est p-régulière. Le germe 
lagrangien qui lui correspond dans le petit espace de phases est la sous- 
variété lagrangienne initiale L. 

Démonstration. Les coordonnées locales sur 4 sont x 
et À ; d'après la définition de F, on a sur M 


y — OS 9x + À Kr = OS/0hr; jy = LT. 


Donc det (dy'04,) Æ 0. On voit que les restrictions des À formes dy; 
à M sont indépendantes. Par conséquent, la variété 117 est transversale 
à À pour y = OÙ, i.e. est p-réguliére. 
Pour y = O0 il ressort des relations précédentes que 
As = —0S107, %r = 0S/0h7, x = 4x. 


La projection de 7 f} À dans le petit espace de phases (l’oubli de x) 
se confond donc avec ZL. La proposition 2 est démontrée, et en même 
temps l’assertion 2° du théorème. 


Définition. On appelle famille génératrice du germe lagrangien L 
un germe de fonction F sur le grand espace, où F est fonction géné- 
ratrice d’un germe p-régulier de variété lagrangienne M: y — 
— 0F/ôx, x — 0F/6}, qui se transforme en L par l’intersection avec 
l’espace mixte À de la fibration auxiliaire p (x, À) = À et la projec- 
tion naturelle dans le petit espace de phases. 

Autrement dit, L se définit au départ de F d’après la formule (#) 
du n° 19.1. 
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Remarque 1. Condition de p-régularité: /a matrice (0°F'0x", 
0?F/0x 0)) a le rang maximal dans les poinis où O0F/0x = 0; ce rang est 
égal au nombre k des arguments x;. En effet, la p-régularité signifie 
l'indépendance des restrictions des formes dy; à M dans les points 
de M NN À et l’on a sur M 


dys = >) (02F 1x, 0z;) dxy + (02F 0x4 0m) dim 


Remarque 2. Le noyau de la dérivée de l'application lagrangienne 
(de la projection de L sur la base) s’exprime comme suit en fonction 
de la famille génératrice. 

Considérons la matrice 0*F/0xr* comme définissant un opérateur 
linéaire R*— R', la matrice d2F/0X 6x, un opérateur linéaire R!—+ 
— R' et la matrice transposée 02F/0x 0, un opérateur R“— R!. 

Désignons le vecteur aux composantes du, (n) d’un élément n par 
du (n), où uw peut signifier zx, ou y, ou À, ou x. 

Quand n parcourt le noyau de la dérivée, le vecteur dx (n) parcourt 
l'image du noyau de l'opérateur 0?F/0x° sous l'action de l'opérateur 
02F/0zx 01. 

On a en effet 


dy = (02F/0x?) dx + (02F/0X 0x) d\, dy (n) = 0, dA (n) = 0. 


x = 0F'01. 
Donc, 


dx (n) E Ker (9%F/6x°), dx (n) = (d°F/0x 9h) dx (n), 
ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque 3. Il découle de la p-régularité que l'application 
n — dx (n) définit un isomorphisme du noyau de la dérivée à l’espace 
(92F/0x 9) Ker (9*F/0x°) (car L est immergé dans le petit espace de 
phases). 


Corollaire. La dimension du noyau de la dérivée n’est pas supérieure 
à min (k, L) (i.e. aux dimensions de la fibre et de la base de la fibration 
auxiliaire). 

Si donc le noyau de la dérivée d’une application lagrangienne en 
un point est de dimension m, la dimension k de la fibre de la fibra- 
tion auxiliaire pour la famille génératrice de cette application est 
non inférieure à mn. Il existe un germe de famille génératrice de fibres 
de la plus petite dimension possible À — m. Nous l’avons construit 
dans la partie C) de la démonstration du théorème (puisque le nombre 
d'arguments pathologiques de la fonction génératrice S peut être 
pris égal à m). 


Corollaire. Pour le germe en un point de famille génératrice de fi- 
bre de la fibration auxiliaire de la plus petite dimension possible, on 
a 0?F/0x°? = O0 dans le point considéré. 


17% 
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19.4. Equivalence lagrangienne et R*‘-équivalence de familles 
génératrices. 


Définition. On dit qu'un difféomorphisme d’une fibration dif 
férentiable dans elle-même est fibré s’il envoie chaque fibre dans 
une fibre (un tel difféomorphisme induit un difféomorphisme de 
la base). 

Soient F,. F: deux familles génératrices définies sur l'espace de 
la fibration auxiliaire p: R“*!— R'. On dit que les familles F, et F, 
sont R-équivalentes si elles passent l’une à l’autre par un certain 
difféomorphisme fibré ©, i.e. si 


F, (x 2) = Fax, À), q Q)), (#x) 


où O (x, À) = (4 (x, À), p (À)). 

On dit que les familles sont R*-équivalentes si elles passent l'une 
à l’autre par un certain difféomorphisme fibré @ suivi del’adjonction 
d'une fonction différentiable de paramètres : 


FA = Fix à, @ Q)) + ® (). 


Des définitions analogues s'appliquent aux germes. 

Soient deux germes de familles F,, F. de mêmes paramètres À 
mais d'espaces d'arguments x!, x° de dimensions différentes en général. 
On dit que ces germes sont stablement R*-équivalents s'ils deviennent 
R*-équivalents quand on ajoute aux arguments x! de nouveaux 
arguments z' et aux fonctions F, des formes quadratiques non dégéné- 


rées Q; des nouveaux arguments: 


Fi + Qi Fe + Q 


Théorème. Deux germes d'applications lagrangiennes sont Lagrange- 
équivalents si et seulement si les germes de leurs familles génératrices 
sont stablement R*-équivalents. 

Avant de démontrer ce théorème, nous considérerons une classe 
spéciale d'équivalences lagrangiennes de la fibration cotangente 
au-dessus du grand espace de la fibration auxiliaire. 

Conformément au n° 18.5, toute équivalence lagrangienne est 
produit d’une équivalence linéaire (respectant les fibres) induite 
par un difféomorphisme du grand espace et d’une translation (res- 
pectant les fibres) définie par une fonction sur le grand espace. 


Définition. On dit que l'équivalence lagrangienne de la fibration 
cotangente du grand espace est fibrée si le difféomorphisme corres- 
pondant du grand espace est fibré (envoie une fibre de la fibration 
auxiliaire sur une fibre) et si la fonction correspondante sur le grand 
espace est constante le long de chaque fibre. 
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Proposition. L’équivalence lagrangienne de la fibration cotangente 
du grand espace est fibrée si et seulement si elle renvoie l'espace mixte 
A sur lui-même. 

Démonstration de la proposition. 1. Le 
difféomorphisme fibré du grand espace induit une Lagrange-équiva- 
lence conservant l’espace mixte, car l’espace mixte est défini par la 
fibration auxiliaire. 

2. La translation définie par une fonction S (À) constante le 
long de la fibre s'écrit (x, y, À, x)+(x, y, À, x + AS/OX) et renvoie 
sur elle-même la variété de À définie par y = 0. 

Il ressort de 1 et 2 que l’équivalence fibrée renvoie À sur lui- 
même. 

3. Soit une équivalence lagrangienne telle que À revienne à lui- 
même. Considérons le complémentaire orthogonal gauche ann & de 
l'espace tangent « à A. L'équivalence lagrangienne envoyant À 
sur À préserve le champ des plans ann @ sur À et la structure affine 
des fibres de la fibration cotangente. Or, ann « est l'espace tangent 
à la fibre de la fibration À — T*R!. L'équivalence lagrangienne en 
question renvoie donc sur lui-même le champ des plans parallèles 
à l’z-espace. Il s'ensuit que le difféomorphisme correspondant du 
grand espace est fibré. Puisque À (où y = 0) revient à lui-même, la 
fonction définissant la translation est indépendante de x. Il en 
découle que l’équivalence lagrangienne renvoyant À sur À est 
fibrée. La proposition est démontrée. 


Corollaire. Une équivalence lagrangienne fibrée induit une équiva- 
lence lagrangienne de la fibration cotangente de la base de la fibration 
auxiliaire. 


19.5. Démonstration du théorème d'équivalence. A) Soit une 
R*'-équivalence de la famille génératrice F, avec une famille F.. 
Montrons que PF, est une famille génératrice elle aussi et que les germes 
FA pReIOR lagrangiennes définis par F, et F, sont Lagrange-équiva- 
ents. 

a) À partir de la R*-équivalence, construisons l’équivalence 
lagrangienne fibrée: si F\(x, À) = F:(h(x, À), p(À)) + O® (à), 
alors le difféomorphisme fibré 6 = (k, p) du grand espace et la trans- 
Fe déterminée par O définissent une équivalence lagrangienne 
fibrée. 

b) Cette équivalence lagrangienne fibrée transforme un germe 
de section lagrangienne 7, de la grande fibration cotangente défini 
par la fonction génératrice F, en un germe de section lagrangienne VW, 
avec la fonction génératrice F. (voir les formules du n° 18.5). Il en 
découle que 17, est transversale à À. Par conséquent, F.est une famille 
génératrice. 

c) L’équivalence lagrangienne de la fibration cotangente de la 
base de la fibration auxiliaire, induite par l’équivalence fibrée que 
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nous venons de construire, transforme un germe lagrangien défini 
par la famille génératrice F, en un germe défini par la famille 
génératrice F,. L'assertion A) est démontrée. 

B) Soit une équivalence lagrangienne de la fibration cotangente 
de la base de la fibration auxiliaire par laquelle un germe de variété 
lagrangienne ZL, défini par la famille génératrice F, est appliqué 
sur un germe de variété lagrangienne L.. 

Alors ZL, se laisse définir par une famille génératrice F; qui est 

t-équivalente à F.. 

Eneffet. considéronsle produit direct de l’équivalence fibrée donnée 
de l’espace de la fibration cotangente de la base de coordonnées (4, *«) 
par la transformation identique (x, y) (x, y). C'est une équivalence 
lagrangienne fibrée de la fibration cotangente du grand espace. 
Elle applique un germe de section lagrangienne M, défini par la 
fonction F, sur un germe de section lagrangienne W/,. Or, M, est 
défini par la fonction génératrice F., donc F, est la famille généra- 
trice cherchée. 

C) Deux familles génératrices stablement R*-équivalentes définissent 
des germes qui sont Lagrange-équivalents. 

En effet, deux familles génératrices F (x, À) et F (x, À) + z° (aux 
paramètres À) définissent un même germe lagrangien: 


{À, x: 3x: 0F/0xr = 0, x = 0F/0h} — 
= {À, x: 3x, z: 0F/ôx = 0, z—0, x = 0F/O}. 


D) Deux familles génératrices qui définissent un même germe lagran- 
gien sont stablement R*-équivalentes. 

C’est la partie la plus importante de la démonstration. 

a) Réduction au cas 0°F/6x° — 0. D'après le lemme de Morse 
généralisé (n° 11.1), il existe un germe de difféomorphisme (zx, À) —+ 
+ (u. v, À) tel que F (x, À) = F, (u, À) + Q (v), où © est une forme 
quadratique non dégénérée et d?F,/ôu° s'annule au point considéré. 

Considérons F, comme une famille de fonctions de uw aux paramè- 
tres À. C'est une famille génératrice qui définit le même germe la- 
grangien que F. 

Ainsi donc, toute famille génératrice du germe donné est stable- 
ment R*-équivalente à une famille génératrice telle que d°*F/0x° = 0, 
i.e. à une famille génératrice dont la fibre de la fibration auxiliaire 
est de la plus petite dimension possible (égale à celle du noyau de la 
dérivée de l'application lagrangienne). Une telle famille génératrice 
sera appelée minimale. 

b) L’assertion D) découle de a) et de la proposition suivante: 

Les familles génératrices minimales d'un même germe lagrangien 
sont R‘-équivalentes. 

c) Réduction au cas d'une famille génératrice spéciale. Nous avons 
déjà signalé que tout germe lagrangien admet une fonction génératri- 
ce avec un nombre minimal d'arguments pathologiques *x,, j € J 
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(égal à la dimension k du noyau de l’application lagrangienne): 
Kr —= ÔS/0hrs Ày — — OS/0%7 


{ici (À, x) —> À est la fibration cotangente de l’espace R!). Choisissons 
une fois pour toutes la famille des À arguments pathologiques. 


Proposition. Pour la famille génératrice minimale F (x, À) définis- 
sant le germe lagrangien considéré on a det (9°F/0x dy) 5 0. 

Démonstration. La condition de transversalité pour la- 
quelle le germe lagrangien est défini par une fonction génératrice 
à À arguments pathologiques x;, j € J, veut que les À formes dx; 
soient indépendantes sur le noyau de l'application lagrangienne, 
i.e. que l'application associant au vecteur n du noyau un vecteur 
aux composantes dx, (n) soit non dégénérée. Puisque la famille est 
minimale, cette application linéaire R*— RÀ se définit par la 
matrice 0°F/0x 9h,. On a donc det (d*F/0x 01y) & 0. 


Définition. Une famille génératrice minimale F est appelée 
spéciale si pour 0F/0x = 0 on a x = 0F/0h. 
L’assertion b) découle des deux lemmes suivants: 


Lemme 1. Un germe de famille génératrice minimale est R*-équi- 
valent à un germe de famille génératrice spéciale qui définit le même 
germe lagrangien. 


Lemme 2. Les germes de deux familles génératrices spéciales définis- 
sant un même germe lagrangien sont R*-équivalents. 

d\) Démonstration du lemme 1. Soit Funefamille 
génératrice minimale. Alors det (9*F/0x 91J) + 0. 

Soit #y (x, À) = 0F/04,. L'application (r, À) ++ (xy (x, À), À) 
définit un difféomorphisme fibré du grand espace. L'équivalence 
lagrangienne induite fait passer la section lagrangienne Àf définie 
par la fonction génératrice F à une nouvelle section lagrangienne. 

Cette section est définie par une famille génératrice spéciale. 
En effet, cette famille génératrice est de la forme F, (x. À) = 
= Fu (x, À), À), où (x, À) + (u (x, À), À) est l’inversion de l’appli- 
cation (x, À) > (x, (x, À), 2). De 9F,/0x = 0 il découle que 0F/Ou = 
= 0, donc pour 0F,/0r = 0 on a 0F,/01 = OF/OX = «3 (u (x, À), À) — 
= x, ce qui montre que F, est une famille spéciale. Les germes F 
et F, définissent un même germe lagrangien et sont R*-équivalents. 
Le lemme 1 est démontré. 

e) Démonstration du lemme 2. Soit F une famille 
génératrice du germe lagrangien. Considérons l’ensemble de ses points 


critiques : 
N = {z, À3 0F/0x = 0}. 


Cet ensemble est naturellement difféomorphe à notre germe lagran- 
gien. 
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Proposition. Soient F,, F; deux familles génératrices spéciales d'un 
même germe. Alors: 

1) leurs ensembles des valeurs critiques se confondent : N, = N, = N: 

2) leurs restrictions à N coïncident à une constante additive près; 

3) La différentielle totale de F, — F, est nulle en tout point de N. 

Démonstration. 1) Puisque F', est spéciale, W, est l’ima- 
ge de notre germe lagrangien par l'application qui au point (x, À) 
associe le point (#7, À). Par conséquent, W, est indépendant de i. 
2) Les points de notre germe lagrangien sont paramétrés par les va- 
leurs À, et x. En particulier, les x se définissent en fonction de À, 
et de rx. Donc 0F;,/0À est défini aux points de W de façon unique 
par le germe lagrangien et ne dépend pas de i. D'où 3)et, par suite, 2). 

Soient Fo, F, deux familles génératrices spéciales d'un même germe 
lagrangien, telles que les valeurs de F, et de F, au point initial 
soient les mêmes. Conformément à la proposition précédente, 
F5 — F, admet sur l’ensemble des valeurs critiques N un zéro 
d'ordre deux au moins. 

Joignons F, à F, par une homotopie F,= F, +t(F, — F). 
F, est une famille génératrice spéciale du même germe. Cherchons 
une famille de difféomorphismes G, dépendant différentiablement de 
tE[0, 11, G(x, À) = (g (x, À. t). À), telle que F,°G, = F, (plus 
exactement, G, est un germe de difféomorphisme qui laisse invariant 
le point considéré). Le germe de difféomorphisme G; établit la 
R-équivalence des familles F, et F,, ce qui démontre le lemme 2. 

Dérivons la relation F,°G, = F, par rapport à ft. Il vient 

(Fi Fo) + À E(0F4/021) = 0. (+++) 

C'est l’équation par rapport aux composantes du champ vectoriel 
E — D'E,(r, À, t) 0/0r, des vitesses de la famille de difféomorphi- 
smes G,, champ qui dépend de ft. 

Considérons dans l’espace muni de coordonnées (x, À, t)la variété 
N' = N X {t}. Les équations 9F,//0x; = 0, i = 1, ..., À, forment 
un système d'équations indépendantes de cette variété. D'après le 
lemme de Hadamard, toute fonction s’annulant sur cette variété se 
laisse mettre sous forme de combinaison linéaire des 0F,/0r; (à coef- 
ficients fonctionnels). Aussi toute fonction D admettant sur Ÿ un 
zéro d'ordre deux peut-elle s’écrire sous la forme 


D (x, À, t)= DE (z, À, t)0F;,/0z;, + | N'=0. 


En particulier, on s'assure en posant D = F, — F;, que l'équation 
(+xx) est résoluble et que Ë | N° = 0. 

Le champ de vecteurs ë — ËE ({) que nous venons de construire 
s’annule sur et définit donc, au voisinage du point considéré, les 
difféomorphismes G, pour tout t € [0, 1]. Le difféomorphisme G, est 
fibré [est de la forme G, (x, À) = (H (x, À), Àjl et F,°G = Fo. 
Donc F, est R-équivalente à F,, ce qu'il fallait démontrer. 
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$ 20. Singularités legendriennes 


Portons le long de chaque normale intérieure à une ellipse un 
segment de longueur t. Les extrémités libres de ces segments forment 
une courbe appelée front (on entend par là le front de la perturbation 
se propageant vers l’intérieur de l’ellipse pendant le temps t). 

Si t est petit, le front est lisse, mais pour un t grand le front 
présente des singularités (quatre points de rebroussement). Des singu- 
larités analogues existent sur le front qui se propage au départ d’une 
courbe proche d’une ellipse. Dans ce paragraphe nous développons 
une technique adaptée à l’étude des singularités des fronts : la théo- 
rie des singularités legendriennes. 


20.1. Variétés de contact. La définition la plus générale du front 
est donnée en termes de géométrie de la structure de contact. 

On appelle structure de contact sur une variété, un champ d'’hyper- 
plans *) qui vérifie la condition de non-intégrabilité maximale: 
si &« est une 1-forme qui définit localement un champ d'hyperplans 
donné (comme champ de ses sous-espaces nuls), la 2-forme da sur 
chaque plan & = 0 est non dégénérée. 

Les plans du champ sont appelés plans de contact. Chaque 1-for- 
me « définissant localement un champ de plans de contact est une 
forme de contact. (Elle n'est définie que localement ct qu'à une 
multiplication par une fonction non nulle près). On vérifie sans 
peine que la condition de non-dégénérescence ne dépend pas du 
choix de la forme de contact spéciale mais seulement du champ 
d'hyperplans. 

Puisque les formes bilinéaires alternées non dégénérées n'existent 
que dans des espaces de dimension paire, une structure de contact 
n'est possible que sur une variété de dimension impaire. 


Exemple 1. Dans l’espace vectoriel R°**! muni de coordonnées 
(ti, Zn 3 Yis + + + Un : 2) On définit la structure de contact standard 
par la forme @& — dz — y dr (la non-intégrabilité est évidente). 


Exemple 2. Soient V une variété différentiable de dimension n 
et J! (V, R) la variété des 1-jets de fonctions sur V. Cette variété de 
dimension 2r + À a une structure de contact naturelle : les hyperplans 
sont les adhérences des réunions d'espaces tangents aux 1-graphes 
de fonctions f: V—+ R (on entend par {-graphe de fonction j l’image 
de l’application qui au point x associe le 1-jet de f en x). 

On s'assure facilement que la construction proposée définit 
bien une structure de contact : à cet effet, il suffit de munir l'espace 
des jets de coordonnées locales. Soient (x;, . . ., x,) des coordon- 
nées locales sur V, z, la coordonnée locale dans. R, et soient 


*) De plans de codimension un dans les espaces tangents. 


266 SINGULARITES DES CAUSTIQUES ET DES FRONTS D'ONDE (CH. III 


{Yu + + +» Un) les valeurs des dérivées partielles premières de la fonc- 
tion z = f(x). Alors la structure de contact J! est localement 
définie par & = dz — y dr comme dans l’exemple 1. 


Exemple 3. Soit B une variété différentiable. Un élément de contact 
sur B est un hyperplan dans un espace tangent à B. 

L'ensemble de tous les éléments de contact tangents à B au 
point donné b forme un espace projectif PT£B (c'est la projectivisa- 
tion de l’espace cotangent à B en b). L'ensemble de tous les éléments 
de contact sur B forme la variété des éléments de contact de dimension 
2 dim B — 1 (l’espace de la fibration projective cotangente de B, 
noté PT*B). L'espace PT*B se munit d’une structure de contact 
naturelle définie de la façon suivante: la vitesse de déplacement 
d'un élément de contact appartient à l’hyperplan de contact chaque 
fois que la vitesse de déplacement du point d'application appartient 
à cet élément de contact. 


Théorème de Darboux (sur les structures de contact). Toutes les 
structures de contact sur une variété de dimension donnée sont localement 
équivalentes (difféomorphes). 

Autrement dit, au voisinage de chaque point de la variété de contact 


la structure de contact se définit en coordonnées convenables par la forme 
dz — y dx. 


Théorème de Darboux (sur les formes de contact). Toutes les formes 
de contact sur une variétéde dimension donnée sont localement équivalen- 
tes (difféomorphes), i.e. s'écrivent en coordonnées convenables dz — y dx. 

Démonstration. Le théorème sur les structures étant 
consécutif au théorème sur les formes, c’est ce dernier que nous 
allons démontrer. Soit &« une forme de contact. Considérons la 2-for- 
me alternée da dans un espace tangent donné. Puisque «& est une forme 
de contact, dx a un 0-espace de dimension un (c’est l'espace des 
vecteurs & tels que da (ë, -) = 0). Considérons le champ de 0-espa- 
ces de «. Les segments des courbes intégrales de ce champ dans un 
voisinage U du point considéré forment une variété V de dimension 
paire. Faisons la projection p: U’— V le long des courbes intégrales. 
La forme da se projette en une 2-forme « sur V. En effet, considérons 
un plan élémentaire o de dimension deux sur V, un cylindre p"!'o 
de dimension trois et une 3-chaîne cylindrique c formée par la partie 
de ce cylindre comprise entre deux sections o” et o” de la fibration p 
au-dessus de ©. L'intégrale de da étendue à la surface latérale du 
cylindre c est nulle, aussi les intégrales de da étendues à ©” et co” 
ont-elles même valeur, qui est précisément la valeur de l'intégrale 
de w étendue à ©. On a alors da = p*w. 

La forme w est fermée et non dégénérée (puisque telle est la restric- 
tion de da à une transversale aux courbes intégrales, car & est une for- 
me de contact). D'après le théorème symplectique de Darboux, il 
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existe sur V des coordonnées (locales) (p, g) telles que © = — Zdp;/ 
À dqi. Posons x; = p“*qis y: = p*pi, alors p* (p dg) = y dr. Donc 
d (—y dx) = da et, par suite, d (&œ + y dr) = 0. Définissons sur U 
une fonction locale z telle que & + y dr = dz. On vérifie sans peine 
que les fonctions (x, y, z) définissent le système de coordonnées cher- 
ché: « = dz — y dx. 


Remarque. Il y a des cas où la forme & et la variété quotient 
symplectique V sont définies globalement. Considérons par exemple 
la fibration sphérique cotangente de l’espace euclidien ST*R? — 
= {zER', yER": |y | = 1} avec une forme de contact induite 
de y dr. La variété quotient V est la variété des droites orientées 
dans R'; sa structure symplectique a déjà été décrite au n° 18.2. 


20.2. Sous-variétés legendriennes. Une sous-variété d’une variété 
de contact est dite intégrale si son plan tangent en chaque point 
appartient au plan de contact. 

La dimension de toute variété intégrale est toujours inférieure 
à la moitié de celle de la variété de contact (car la forme de contact 
sur le plan de contact est non dégénérée). Les variétés intégrales de la 
plus grande dimension possible (égale à la moitié de la dimension 
du plan de contact) sont appelées les sous-variétés legendriennes de la 
variété de contact. 


Exemple 1. Le plan x = Cte, z = Cte dans un espace de contact 
standard muni de coordonnées x, y, z et de la forme & = dz — y dx 
est legendrien. 


Exemple 2. Le 1-graphe de toute fonction est une sous-variété 
legendrienne de la variété de contact des 1-jets de fonctions. 


Exemple 3. L'ensemble de tous les éléments de contact tangents 
à une hypersurface donnée d’une variété B cest une sous-variété legen- 
drienne de l’espace de la fibration projective cotangente PT*B. 

L'ensemble des éléments de contact tangents à une sous-variété 
donnée de toute codimension positive dans B (par exemple, à un 
point) est encore une variété legendrienne. En particulier, les fibres 
de la fibration projective cotangente PT*B— B sont legendriennes. 


Proposition. La projection locale p (construite dans le n° 20.1) 
d’une variété de contact sur unevariétésymplectique définit des difféo- 
morphismes locaux de sous-variétés legendriennes de l'espace de contact 
sur des sous-variétés lagrangiennes de l'espace symplectique. On obtient 
par ce procédé toutes les sous-variétés lagrangiennes de l’espace symplec- 
tique. Un germe legendrien se définit de façon unique par un de ces 
points et par son image lagrangienne. 

Démonstration. La difféomorphie locale découle de la 
transversalité des espaces nuls de «& et da. L'image est bien lagran- 
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gienne, car la restriction de da à une sous-variété legendrienne est 
égale à 0. Le reste est évident (2 — [y dx). 


Corollaire. Tout germe de sous-variété legendrienne dans un espace 
de contact de dimension 2n + 1 avec la forme de contact & = dz — y dx 
se définit par une des 2" fonctions génératrices S d’après les formules 


Yr = OSVOxy, 23 = —0S/0y;y, 2 = S (x;, Yy) + (Ts, Ys), 


où (7, J) est une partition de l’ensemble {1, ..., n} en parties dis- 
jointes. 


20.3. Fibrations legendriennes. Une fibration n: E°7*1 — p*# 
est dite legendrienne si son espace Æ est muni d’une structure de 
contact et ses fibres sont des sous-variétés legendriennes. 


Exemple 1. R°"#1— R'#, @ = dz — y dr, (x, y, z)= (x, 2) 
est une jibration legendrienne standard. 


Exemple 2. J'(M, R)— J°(M, R) = M X R (application de 
l'oubli des dérivées). 


Exemple 3. rx: PT*B — B (fibration projective cotangente). 


Exemple 4. L'espace PT*R" des éléments de contact dans R°’ 
est fibré par fibres legendriennes encore d’une façon : au-dessus d’un 
espace d'hyperplans dans R'". Cette fibration fait correspondre à un 
élément de contact le plan qui le contient. D'une façon analogue, 
les éléments de contact orientés forment un espace fibré au-dessus de 
la variété d’hkyperplans orientés dans R". 

Par passage au quotient indiqué dans la démonstration du théo- 
rème de Darboux (voir la remarque dans le n° 20.1), cette fibration 
legendrienne devient fibration lagrangienne, notamment fibration 
cotangente d’une sphère. (Vérifier !) 


Théorènie. Toutes les fibrations legendriennes d'une dimension 
donnée sont localement contactomorphes (localement = au voisinage 
de tout point de l’espace de la fibration). 

Démonstration. Soient n: E°"*t> B"*# une fibration 
legendrienne, « la 1-forme de contact, X le plan de contact en un 
point de Æ, F le plan tangent à la fibre en ce point (dim X = 2n, 
dim F = n). Par définition, F est dans X, aussi l’image de À par la 
projection x,: TE — TB est-elle de dimension », ce qui signifie 
que c’est un élément de contact sur B. 

Nous avons donc construit une application de Æ dans PT*B 
par laquelle les fibres de x sont envoyées sur celles de la fibration 
projective cotangente au-dessus de B. Montrons que cette appli- 
cation est un difféomorphisme local. 

Introduisons sur B des coordonnées locales (q,, . . ., ns Tr) 
d’origine en le point considéré ; l’élément de contact considéré sera 


& 20] SINGULARITÉS LEGENDRIENNES 269 


alors d’équation dr = 0. Définissons sur Æ des coordonnées locales 
(zs = 1*q;, z = NT, Puy, +. ., Pn) d'origine en le point étudié. 

La forme de contact sur Æ s’annule pour dx, et dz nulles, étant 
proportionnelle à dz en 0. On peut donc choisir comme forme de con- 
tact &« — dz — Zy; dr, où les fonctions y, des (x, p, z) sont nulles 
en (0. 

Avec ces notations la propriété de non-dégénérescence que nous 
cherchons à démontrer implique la non-nullité du jacobien det (0y/ôp) 
en 0. Si ce déterminant était nul, il existerait un vecteur non nul È 
tangent à la fibre en 0 (si bien que dr (£) = 0, dz (E) = 0), tel que 
dy (£) = 0. Or, il y aurait alors, pour un vecteur n quelconque, 
da (£, n) = —Z (dy; /\ di) (E, n) = 0, ce qui contredit la non- 
dégénérescence de da sur Æ. L'application décrite est donc bien un 
difféomorphisme local. 

Nous avons montré en même temps que les fonctions y; forment 
avec z et z un système de coordonnées locales sur ÆE. En ces coor- 
données @ — dz —y dx, n (x, y, z) = (x, z), ce qui prouve que 
notre fibration est localement contactomorphe à la fibration stan- 
dard. 


20.4. Equivalence legendrienne. On dit que deux fibrations sont 
Legendre-équivalentes s’il existe un contactomorphisme d'espaces de 
fibration (dit équivalence legendrienne) qui applique les fibres de la 
première fibration sur des fibres de la seconde. 


Exemple. Considérons la fibration projective cotangente PT*B— 
— B. Chaque difféomorphisme de la base agit sur les éléments de 
contact sur la base. On obtient une application de l’espace de fi- 
bration PT*B dans elle-même qui est une équivalence legendrienne 
(car elle applique projectivement chaque fibre). 


Théorème. Toute équivalence legendrienne d'un germe de fibration 
projective cotangente dans elle-même est induite par un difféomorphisme 
local de la base. 

Démonstration. Toute équivalence legendrienne induit 
un difféomorphisme de la base. Si le difféomorphisme est identique, 
chaque plan de contact reste invariant (car le difféomorphisme laisse 
invariant l'élément de contact dans lequel ce plan est projeté, et 
les différents plans de contact ont des éléments de contact diffé- 
rents). L'équivalence legendrienne se définit donc de façon unique 
par le difféomorphisme de la base qu'elle induit. 


Remarque. La structure de toute fibration legendrienne munit 
les fibres d'une structure d'espace localement projectif: toute équi- 
valence legendrienne définit des transformations projectives de 


fibres et est induite par un difféomorphisme de la base (cf. les deux 
derniers théorèmes). 
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20.5. Applications legendriennes. Considérons un plongement, 
dans l’espace de la fibration legendrienne nr: £ — B, d'une autre 
sous-variété legendrienne (i: L — E). La restriction de la projec- 
tion x à L. ie. noi: L— B. s'appelle application legendrienne. 

Les applications legendriennes ont comme but une variété de 
dimension d’une unité supérieure à celle de la source. Elles forment 
une classe spéciale d'applications de variétés de dimension »r dans 
des variétés de dimension n + 1: les singularités génériques dans 
la classe de toutes les applications et dans celle des applications 
legendriennes sont différentes. 


Exemple 1. Considérons la fibration standard x: R?7+1— R'#1, 
n (x, y, z) = (x, :), avec la structure de contact x = dz — y dx. 
Définissons une variété legendrienne de fonction génératrice $S par 


LT = OS /0y, Zz = (x, y) — S (y) 


(cf. n° 20.2. 7 vide). La projection x de cette variété legendrienne 
sur R'*! définit une application legendrienne. L'image de cette 
application est une hypersurface dans R'*! (singulière en général). 

Dans le cas où la fonction S est convexe, l’image est lisse et re- 
présente le graphe d'une fonction z — T (x). Ce T est appelé la 
transformée de Legendre de la fonction initiale S. 


Exemple 2. L'application tangentielle qui à tout point d'une 
hypersurface dans R' fait correspondre l'hyperplan tangent en ce 
point est legendrienne (la fibration legendrienne correspondante 
a été décrite dans l'exemple 4 du n° 20.3). Est aussi legendrienne 
unc application analogue d’une hypersurface orientée dans une variété 
d’hyperplans orientés de R”. A la suite du passage au quotient décrit 
dans la démonstration du théorème de Darboux (voir la remarque 
dans le n° 20.1) cette application legendrienne devient lagrangienne, 
exactement une application de Gauss de l’hypersurface initiale. 
(Pourquoi ?) 


Deux applications legendriennes sont équivalentes s’il existe une 
équivalence legendrienne de fibrations legendriennes correspondan- 
tes par laquelle la première sous-variété legendrienne est appliquée 
dans la seconde. 

On montre que toute application legendrienne est localement 
équivalente à l’application décrite dans l’exemple 1. En ce sens 
toutes les singularités legendriennes se réduisent à celles des trans- 
formations de Legendre (avec coïncidence des phénomènes généri- 
ques, etc.). 


20.6. Fronts. L'image par une application legendrienne est 
appelée front (de la variété legendrienne appliquée). 
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Exemple. Considérons une sous-variété différentiable (de codi- 
mension positive quelconque) dans l'espace euclidien. Portons le 
long de chaque normale un segment de longueur t. Les extrémités 
libres de segments forment un front (ce que nous montrerons tout 
de suite). 

D'une façon plus générale, considérons, au lieu de la longueur 
euclidienne, une « fonctionnelle géométrique » quelconque du calcul 
variationnel, i.e. une fonction quelconque } sur l’espace de fibration 
cotangente d’une variété différentiable B, fonction qui est homogène 
de degré 1 par rapport aux impulsions: 


H: (T*BKB)—æR, H(At)=AH(E) Vi 0. 


On suppose que ne s’annule pas en dehors de la section nulle. 

Soit £ un ensemble de niveau non nul de Æ (défini par H = h, 
h == 0). La variété ÆE est transversale aux fibres de la fibration 
n: T*BB — PT*B. La structure de contact de la variété des 
éléments de contact PT*B est communiquée à £ par le difféomor- 
phisme local x | £. 


Théorème. Le flot des équations de Hamilton sur E préserve la 
structure de contact. 


Corollaire. Le flot des équations de Hamilton sur E fait passer une 
sous-variété legendrienne à une sous-variété legendrienne. 

Exemple. Soit B un espace riemanien, H = | p |, k = 1. Dans 
ce cas E est une fibration cotangente sphérique, i.e. variété des élé- 
ments de contact de B orientés transversalement. Pendant le temps t 
le flot déplace chaque élément de contact d'une distance f vers l'avant 
suivant la géodésique perpendiculaire à l'élément, tout en conservant 
la perpendicularité. Pour toute sous-variété dans B. les éléments de 
contact orientés transversalement et tangents à cette sous-variété 
forment une sous-variété legendrienne. D'après le corollaire, leurs 
translatés forment aussi une sous-variété legendrienne au bout d'un 
temps t. 

La projection de cette variété legendrienne sur B est une équi- 
distante de la variété initiale (l’ensemble des extrémités libres des 
segments de normales géodésiques de longueur t à la variété initiale). 
Par conséquent, l’équidistante est le front d'une variété legendrienne. 


Remarque. On montre que toutes les singularités legendriennes 
sont réalisées déjà pour les équidistantes d'hypersurfaces dans 
l’espace euclidien. En ce sens l’étude des singularités legendriennes 
se réduit à l'étude des équidistantes (on montre qu’à des singularités 
legendriennes voisines correspondent les équidistantes d'hypersur- 
faces proches, et réciproquement, si bien que les singularités géné- 
riques sont les mêmes pour les fronts de variétés legendriennes que 
pour les équidistantes). 
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Démonstration du théorème. 1° La structure 
de contact sur £ induite de PT*B se définit en faisant la restriction 
à E de la 1-forme canonique p dgq sur 7 *B. Montrons que les complé- 
mentaires orthogonaux gauches des zéros de cette forme sont les espa- 
ces tangents aux fibres de la fibration x (aux points de T*B qui 
n'appartiennent pas à la section nulle de la fibration cotan- 
gente). 

En effet, la forme p dg s’annule le long de toute courbe dont la 
r-projection est intégrale pour la structure de contact. Aussi l’inté- 
erale de la forme de la structure symplectique dp /\ dg est-elle nulle 
suivant chaque plan élémentaire qui se projette en une courbe inté- 
grale. Par conséquent, en chaque point l'hyperplan des zéros de 
p dg et la tangente à la fibre de x sont orthogonaux. gauches, i.e. 
sont complémentaires orthogonaux gauches l'un de l’autre. 

2° Le flot de fonction de Hamilton H sur T*B\ KB commute avec 
la multiplication de tous les vecteurs cotangents par une constante 
positive. 

En effet, à la suite d’une telle dilatation du vecteur la structure 
symplectique dp /\ dg et la fonction de Hamilton se trouvent mul- 
tipliées par un même facteur, si bien que le champ de vecteurs de 
Hamilton reste inchangé. 

3° Conformément à 1°, la structure de contact sur E est définie 
en termes de structure symplectique sur T*B\B et du champ des 
tangentes aux fibres de x. Le flot de fonction de Hamilton {1 pré- 
serve la sous-variété Æ, la structure symplectique et (d’après 2°) 
le champ des tangentes aux fibres de x. Il préserve donc aussi le 
champ des complémentaires orthogonaux gauches, i.e. la structure 
de contact sur £. 

Le théorème est démontré. 


Remarque. Le front d'une variété lecgendrienne est en général 
de codimension un dans l’espace ambiant (les germes pour lesquels 
cette codimension est plus grande forment un ensemble de codimen- 
sion c dans l’espace de tous les germes legendriens). 

Une sous-variété legendrienne dans PT*B ayant comme front 
une hypersurface différentiable dans B se laisse reconstituer sans 
ambiguïté d’après cette hypersurface : c'est l’ensemble de ses plans 
tangents. 

En ce sens l’action de l’équivalence legendrienne sur une singu- 
larité legendrienne se réduit à l’action d’un difféomorphisme corres- 
pondant de la base sur le front. Cette remarque vaut non seulement 
pour les applications aux fronts différentiables mais aussi pour les 
applications où l’ensemble des points de régularité est dense dans 
la variété legendrienne initiale (cette dernière condition ne cesse 
d’être vraie que pour les germes legendriens qui forment un ensemble 
de codimension œ dans l’espace de tous les germes legendriens). 
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20.7. Familles génératrices. Nous savons que les variétés lagran- 
giennes sont liées aux fonctions et les singularités lagrangiennes 
à celles des familles de fonctions ; dans le même ordre d'idées, les 
variétés legendriennes sont liées aux hypersurfaces et les singularités 
legendriennes à celles des familles d'hypersurfaces. 

Considérons un germe de sous-variété legendrienne de l'espace 
de la fibration projective cotangente transversale aux fibres. Une 
telle variété a un front non singulier. Ce front est appelé hkypersurface 
génératrice du germe initial. 

Les équivalences legendriennes opèrent sur l’hypersurface géné- 
ratrice comme des difféomorphismes de la base. 

On construit les familles génératrices legendriennes d’hypersur- 
faces à partir d'hypersurfaces génératrices de la même façon que les 
familles génératrices lagrangiennes se construisent à partir de fonc- 
tions génératrices. 

Soit p: R#*!— R' une « fibration auxiliaire » ; nous appellerons 
R**! le grand espaceet R! la base. Un élément de contact au grand 
espace ou bien traverse le plan tangent à la fibre de la fibration 
auxiliaire suivant une hypersurface, ou bien contient ce plan tout 
entier. Dans le second cas l'élément de contact est dit p-singulier. 
Les éléments p-singuliers constituent une sous-variété de la variété 
de tous les éléments de contact PT*R**!. On l'appelle espace mixte 
pour p et on la note PA. La variété PA est naturellement fibrée 
au-dessus du grand espace (l'application fibrante est définie par la 
projection de p). La fibre de cette fibration est isomorphe à l’espace 
cotangent projectif de la base de p (comme variété de tous les élé- 
ments de contact du grand espace qui contiennent un plan tangent 
donné de la fibre de p). 


Définition. Une variété legendrienne définie par une hypersur- 
face génératrice est appelée p-régulière si elle est transversale à l’es- 
pace mixte PA de la fibration auxiliaire p. 


Théorème. 1° La projection naturelle de l'intersection d’une variété 
legendrienne p-régulière avec l’espace mixte PA de la fibration auxi- 
liaire p dans l’espace de la fibration projective cotangente de la base de p 
est une immersion de la variété legendrienne. 

29 On peut obtenir tout germe de sous-variété legendrienne de la 
fibration projective cotangente de la base au moyen de la construction 
précédente à partir d'une sous-variété p-régulière (engendrée par une 
hypersurface génératrice) d'une fibration auxiliaire convenable p. 

Démonstration de 1°. Considérons au point d'inter- 
section les plans suivants dans l’espace tangent de la grande fibra- 
tion projective : 

(Q, hyperplan de contact (de dimension 2 (k + !) — 2); 

a, plan tangent à l’espace PA (de dimension k + 21—1); 

f, plan tangent à la fibre de PA — PT*R! (de dimension k); 


18-0465 
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Tt, plan tangent à la variété legendrienne considérée (de dimen- 
sion À + l — 1) 

On voit sans peine que a est en dehors de ( et f lui est intérieur, 
donc leurs intersections avec ( sont de dimensions respectives 


dim(añhQ)=#+2—2, dimfffR)=k#. 


Munissons l'espace Q d’une structure symplectique linéaire 
définie par la restriction à Q de la différentielle de la forme de con- 


tact. 


Proposition. Les espaces a f\ Qet f N Q = f sont complémentaires 
orthogonaux gauches. 

Puisque les dimensions de ces sous-espaces sont complémentaires 
dans Q, il suffit de montrer qu'ils sont orthogonaux gauches. 

On peut facilement choisir des coordonnées (q, z), g € R", m = 
— | — 1, dans R'et des coordonnées locales (p, q, z) dans PT*R! 
d’une part, et des coordonnées (x, g. z) dans R*+! et des coordon- 
nées locales (y, p; x, g, z) dans PT*R**! de l’autre, de telle façon 


e: 

1) les formes de contact s’écrivent en ces coordonnées dz — p dg 
et & — dz — y dr — p dq respectivement ; 

2) PA soit d’équation y = 0; 

3) la fibration PA —+ PT*R's'écrive sous la forme (p, x, q, z) —+ 
+ (p, q; z) ; 

4) ilyaitp=0,y=0, —da = 2: dy À dus + À dpi /\ dg: 
sur le plan (2. 

Soient n un vecteur de a f} Q et £ un vecteur de f f\ (. Dans ces 
notations 


dy; (E) = 0, dpi(ë) = 0, dgi(£)=0, dy;(n) = 0, 
d’où da (£, n) = 0, ce qui démontre la proposition. 


Le complémentaire orthogonal gauche dans Q sera noté ann. 
On a ann(a fi Q) = (f N Q). Puisque + est tangent à la variété 
legendrienne, on a & | t = 0, da | t = 0, dim Q = 2 dim v. Donc 
Te Q et ann T = T. 

Par définition T<+ (a {| Q) = Q, d’où (ann t) f) (ann (a f 
N Q)) = 0. Alors t A ( N D) = 0, d'où t AN f = 0. Il s'ensuit 
que la projection décrite sous 1° est non dégénérée. L'image est le- 
gendrienne, puisque y = 0 sur PA et que la forme a se réduit à dz — 
— p da. 

D émonstration de 2°. Conservons les mêmes coordon- 
nées locales (p, q, z) dans PT*R' que précédemment. Soit un germe 
legendrien au point p = 0, g = 0, z = 0. Un tel germe admet une 
projection difféomorphe dans l’espace de coordonnées (p, q) le long 
de l’axe des z. On a sur l’image dz = p dq, d’où d (p dg) = 0. L'image 
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est donc un germe lagrangien dans l'espace de coordonnées symplec- 
tique R°-), Le germe legendrien initial est graphe de la fonction 


z = \ p dq sur ce germe lagrangien image. 
Or, tout germe lagrangien se définit par une des 2” fonctions 
génératrices : 
Pr = 0S/0gr, q; = —0S0p;, TN J= GG. 
TIUJ= 1, ..., 1 — 1). 
Notre germe legendrien se définit donc par des formules du type 
Pr = OS/0qr, 95 = —0S/0p;, 3 = S (gr Ps) + (Ps: Qu). 


Considérons à présent une fibration auxiliaire op: R“*!— R' 
dans laquelle # est égal au nombre des arguments pathologiques (au 
cardinal de J). Conservons dans R“*! et dans R'! les mêmes coor- 
données que sous 1°, à savoir: p (r, g, 5) = (q, :). Considérons 
dans le grand espace une hypersurface d’équation 


z = S (gr, x) + (x, Qu). 
Elle engendre une variété legendrienne 
{y, p: 2, 9, 2: y = OS 0x + gr, Pr = 05/07. 
Ps = x, 2 = S (gr, x) + (x, qu}. 


Cette variété est transversale à l’espace mixte PA d'équation y = 0, 


car 0y/0g5 = E. La projection de son intersection avec PA dans 
PT*R! est 


{p, q, 3: 1x: q;y = —0S/0x, pr = 0S/0gr, 
z = S (Qr: x) + (T; Qu); T = Ps}; 


i.e. n'est autre que le germe legendrien initial. Le théorème est 
démontré. 


Définition. Une hypersurface du grand espace qui permet d'ex- 
primer le germe legendrien dans l’espace de la fibration projective 
cotangente de la base de la fibration auxiliaire p de la façon décrite 
sous 2° est appelée famille d'hypersurfaces génératrice pour ce germe 
legendrien (les éléments de cette famille sont des intersections de 
l'hypersurface avec les fibres de p; ce sont en général des hypersur- 
faces singulières dans les fibres mais leur réunion est non singulière). 


Remarque. Une hypersurface T dans l’espace de p: R**'—R! 
est une famille génératrice minimale si la restriction de p à l admet 
une singularité transversale Z* au sens du $ 2. 


20.8. Equivalence legendrienne de singularités legendriennes et 
équivalence de familles d’hypersurfaces génératrices. 


18° 


276 SINGULARITES DES CAUSTIQUES ET DES FRONTS D'ONDE (CH. III 


Définition. On appelle équivalence fibrée de familles d'hypersur- 
faces génératrices l,, l', dans l’espace de la fibration p: R#*!— 
— R', p(z, À) — À, un difféomorphisme fibré (x, À)++> (h (x, À), 
œ (À)) par lequel F, se transforme en FT. 


Théorème. 1° Deux germes legendriens définis par des familles d'hy- 
persurfaces génératrices liées par une équivalence fibrée sont Legendre- 
équivalents. 

20 Tout germe legendrien qui est Legendre-équivalent au germe 
legendrien donné se laisse définir par une famille d'hypersurfaces géné- 
ratrice liée par une équivalence fibrée à la famille donnée. 

3° Toutes les familles d'hypersurfaces génératrices pour le germe 
legendrien donné sont liées par une équivalence fibrée si, dans ces fa- 
milles, les fibres de la fibration auxiliaire ont la plus petite dimension 
possible. 

Démonstration. 1° Üne équivalence fibrée de familles 
d'hypersurfaces induit une équivalence legendrienne de la fibration 
projective cotangente PT*R**' du grand espace, équivalence qui 
conserve l’espace mixte PA. Par cette équivalence la variété legen- 
drienne engendrée dans PT*R**! par la première hypersurface se 
transforme en la variété legendrienne engendrée par la seconde. 
Aussi l'intersection de la première avec PA se transforme-t-elle en 
l'intersection de la seconde avec PA. 

Une équivalence fibrée engendre un difféomorphisme de la 
base R'. L'équivalence legendrienne de PT*R'! induite par ce difféo- 
morphisme fait passer la projection de la première intersection à 
celle de la seconde, ce qui démontre f{°. 

20 Soit dans PT*R! une équivalence legendrienne par laquelle 
un germe legendrien de famille d’hypersurfaces génératrice T € R*+! 
se transforme en un nouveau germe legendrien. 

Cette équivalence legendrienne est induite par un difféomor- 
phisme de la base, À > (À). L'application (x, À) — (x, p(à)) 
définit précisément l’équivalence fibrée cherchée. 

3° Des formules figurant dans la démonstration du théorème 
du n° 20.7 il ressort que, dans les coordonnées introduites, le germe 
legendrien défini par une famille d'hypersurfaces génératrice d'équa- 
tion : = F (x, q) en 0 (forme sous laquelle n'importe quelle famille 
génératrice peut être définie localement) est germe en 0 de la variété 

{p, 9, z: 3x: 0F/0x = 0, p — 0F/6q, z = F (x, q)}. (+x) 
On vérifie sans peine qu'il est possible de choisir les coordonnées z 
et 1, - -., Qi dans R' une fois pour toutes pour un germe legen- 
drien donné, quelle que soit sa famille d'hypersurfaces génératrice : 
il faut seulement que le point initial du germe ait comme coordon- 
nées z = 0, g = 0, p = 0. 

La comparaison de la formule (+*) avec la formule (+) du n° 19.1 
nous amène à faire la conclusion suivante: 
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Proposition. La famille d'hypersurfaces génératrice du germe legen- 
drien (+x) est graphe de la famille de fonctions génératrice (+) du 
germe lagrangien qui s'obtient à partir du germe legendrien donné par 
projection parallèle à l'axe des z. Réciproquement, le graphe de la 
famille de fonctions génératrice pour ce germe lagrangien est famille 
d'hypersurfaces génératrice pour le germe initial. La dimension de la 
fibre de la fibration auxiliaire dans le cas legendrien est minimale si 
et seulement si elle l’est dans le cas lagrangien. 

En effet, 1) la condition de p-régularité se réduit tant dans le 
cas legendrien que dans le cas lagrangien à celle de résolubilité nor- 
male de l'équation 0F/0r = O0 par rapport à x; 2) la dimension 
minimale de la fibre est égale à celle du noyau de la dérivée de l’ap- 
plication lagrangienne (legendrienne). Ces dimensions coïncident, 
car sur la variété legendrienne z est une fonction différentiable de 
(x, 9). 

I1 découle de la proposition que, pour deux familles génératrices 
minimales d'hypersurfaces z = F, (r, q), z = F, (x, q) d'un mème 
germe legendrien, les fonctions génératrices F,, F, sont R*-équi- 
valentes: F, (x, g) = F; (k (x, q), g) + ® (q). Leurs graphes sont 
donc liés par une équivalence fibrée (par rapport à la fibration 
p (x, g, 5) = (q, :)), ce qui démontre 3°. 


Remarque. La même démonstration convient pour décrire toutes 
les familles d'hypersurfaces génératrices (non nécessairement mi- 
nimales) d’un germe legendrien donné: ce sont les graphes des fa- 
milles génératrices stablement R*-équivalentes du germe lagrangien 
correspondant. 


Définition. Soit l € M une hypersurface différentiable d'équa- 
tion non dégénérée f — 0. On appelle double (ou duplication) de M 
ramifié sur V l'hypersurface d’équation u° = f (v) dans le produit 
direct M X R,uER,veE.W. (Dans le cas complexe le double est 
un revêtement à deux feuillets de : ramifié sur F ; le type réel du 
double dépend du choix de la face de T.) 

On dit que deux familles d'hypersurfaces (dans des fibrations 
auxiliaires de base commune) sont liées par une éguivalence fibrée 
stable si on peut les obtenir à partir d’une même famille par dupli- 
cations successives (à chaque duplication on passe de la fibration 
auxiliaire p (v) = & à la fibration auxiliaire op (u, v) = w). 

En ces termes les résultats précédents peuvent être reformulés 
ainsi : 


Théorème. Deux germes de familles d'hypersurfaces génératrices 
définissent des germes Legendre-équivalents si et seulement si elles sont 
liées par une équivalence fibrée stable. 


Remarque. L'étude précédente des singularités legendriennes 
fait intervenir le foncteur de contactisation qui à un germe de variété 
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symplectique de dimension x associe un germe de variété de contact 
de dimension nr + 1, aux sous-variétés lagrangiennes de la première 
les sous-variétés legendriennes de la seconde, et ainsi de suite. Il 
existe aussi le foncteur de symplectisation qui à un germe de variété 
de contact de dimension 7 associe un germe de variété symplectique 
de dimension n — 1. Le lecteur trouvera dans [339] une tentative 
de réduire les singularités legendriennes aux singularités lagran- 
giennes par symplectisation tandis que nous l'avons fait par con- 
tactisation. 


$ 21. Classification des singularités lagrangiennes 
et legendriennes 


Grâce à la théorie des familles génératrices, l'étude des singu- 
larités lagrangiennes et legendriennes se réduit à celle des singularités 
de familles de fonctions et d'hypersurfaces. Les techniques d'étude 
des singularités de fonctions développées dans les deux premiers 
chapitres procurent donc une information substantielle sur les causti- 
ques et les fronts. Ce paragraphe est consacré à la description des 
résultats obtenus dans cette direction. 


21.1. Stabilité lagrangienne. 


Définition. On dit qu'une application lagrangienne est Lagrange- 
stable si toute application lagrangienne proche lui est Lagrange- 
équivalente (dans le cas non compact la proximité s'entend comme 
toujours au sens de la topologie de Whitney). 

On dit qu'un germe d'application lagrangienne en un point est 
Lagrange-stable si pour toute application de germe donné il existe un 
voisinage dans l’espace des applications lagrangiennes (en topologie 
de la convergence avec un nombre fini de dérivées sur chaque com- 
pact) et un voisinage du point initial tels que toute application 
lagrangienne appartenant au premier voisinage admette dans le 
second un point en lequel le germe de cette application soit Lagrange- 
équivalent au germe initial. 

Les résultats obtenus dans le premier chapitre et dans le $ 18 
donnent lieu à un 


Théorème. Un germe d'application lagrangienne définie par une 
famille de fonctions génératrice F (x, À) de paramètre À est Lagrange- 
stable si et seulement si le déploiement F d'une fonction f = F (-+, O)est 


R*-versel (ou si l'extension à un paramètre F (x, À) + À, est un dé- 
ploiement R-versel). 


Corollaire 1. Un germe en O d'application lagrangienne (x, À) ++ À 
défini par la variété lagrangienne 


{?, x: 3x: OF;'0x = 0, x = 0F/0h}, 


to 
=] 
Le) 
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rang (0*F:'0x°, 0*F;:0x 0h), = dim {x}, 


est Lagrange-stable si et seulement si les classes des germes de fonctions 
(A, gi, -.., gr (gi (x) = 0F/0hu |=0)} engendrent l'espace vectoriel 


Q; = R [[x,, dors 2:1l/(0f'0x1. ass Of. 0x»), 
où 


f(x) = F(, 0). 


Corollaire 2. Tout germe stable d'application lagrangienne peut 
s'écrire en coordonnées convenables à l'aide d'une fonction génératrice 
de la forme 


S (gr Ps) = f (Ps) + (rs &r (Pu)), 


où les {1, ps (j E J), gi (i E 1)} engendrent Q, sur R, le cardinal de 
l'ensemble des arguments pathologiques étant égal à la dimension du 
noyau de la dérivée de l'application en 0. 

Ici la variété lagrangienne est définie par les équations p, = 
— 0S/0g;1, 41 — —0S/'dp,. et la fibration lagrangienne par la pro- 
jection (p, q) — q. 

Démonstration. D'après la formule du n° 19.3, la famille 
génératrice correspondant à $ est de la forme 


Fa NN =S (han 2) + Gun 2) = f (2) + N ugi (x) + À À x; 
(GEI, jEJ). 


Vu le corollaire 1, on a la condition de stabilité. Puisque tout dé- 
ploiement À*-versel est R*-équivalent à un déploiement de la forme 
indiquée, le corollaire 2 est démontré. 


Exemple 1. Soient f (p) = pi. J = {1}, [1 = {2, ..., n}. Alors 
n>1et S = p°. L'application est définie par (p1, gs, . . ., Qn)—+ 
> (—3p}i, 2 : .., Qn). C'est un pli lagrangien. Pour nr = 1 
une application lagrangienne générique ne peut présenter d’autre 
singularité que celle-ci. 


Exemple 2. Soient f (p) = p;, J = {1}, I = {2, ..., n}. Alors 
n>2etS = +p, + p'q:. L'application est définie par (p;,, gs, ... 
... On) > (F4P) — 2PiQss Is + + ++ Qn). C'est une fronce lagran- 
gienne en 0. On montre que pour z = 2 les applications lagrangien- 
nes génériques ne peuvent avoir que des singularités équivalentes 
au sens de Lagrange aux germes des exemples 1 et 2 en O, i.e. seule- 
ment des plis ou des fronces. Le signe de p; est essentiel : dans le cas 
lagrangien on a deux fronces non équivalentes. 


Corollaire 3. Tout germe stable d'application lagrangienne est 
équivalent à un germe gradient (p —> —0S ‘dp) défini par le germe en 0 
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de la fonction 
Sp) = fr) + D it ps), El, 


où g, sont les germes qui, avec 1 et {p, (j € J)}, engendrent l'espace vec- 
toriel de l'algèbre gradiente 


Q; = R [[p,1]/(ôf'2p;), j € J, 


le cardinal de J pouvant être pris égal au corang (à la dimension du 
noyau de la dérivée de l'application lagrangienne en 0). 

Démonstration. Comme coordonnées sur la variété la- 
grangienne considérée, on peut prendre (p,, gr). La variété se définit 
en ces coordonnées par la fonction génératrice S'’(p,, gr) = S (p) + 
— (Pr, gr) d’après la formule q; = —0S”/0p,;, p,; = 0S"/0q,;. La 
famille génératrice correspondant à S” s'écrit 


Fa h=f(n—- her —-S M4 HN xs iEl, je. 


Autrement dit, elle est R*-équivalente à la famille génératrice 
Pa h=f{a)+ ea) +\ À;x, construite d'après la fonc- 
tion génératrice du corollaire 2. 


Remarque. La famille génératrice construite au départ de la fonc- 
tion génératrice initiale a plus de variables: 


Fa = fn) + Ë Gi + gi (es) + (x, À. 

Elle est stablement R*-équivalente à F,. (Indication: poser 
Uy = Zi + Bi (ti).) 

Exemple. Les plis et fronces gradients sont définis par les germes 
en O des fonctions S = pÿ + pi + ... + pà, $ = ep° + (pe + 
+ D} tp +... + pn, e = + 1. Le type lagrangien des singu- 
larités ne dépend pas du choix des signes des carrés, mais pour € = 1 
. eg — —1 on a des applications gradientes non Lagrange-équiva- 
entes. 


Considérons un germe en O0 d'application lagrangienne définie 
par la fonction S (q,;, p;) d’après les formules usuelles : 


Pr = O0Sl0gr, q; = —0S'ôp;, (p, g) +9. 
Considérons encore les germes en 0 des fonctions 
F(x, À) =S (Ar. r)+ (As. x), 
Oi(z, À, a)—F(r+a, À), 
f(x) = F (x. 0). 


Supposons que f admette un zéro d'ordre non inférieur à deux 
en (0. 


& 21] CLASSIFICATION DES SINGULARITÉS 281 


Corollaire 4. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

1. Le germe considéré est Lagrange-stable. 

2. Le déploiement F de f est R*-versel. 

3. L'application qui associe au couple (a, À) un germe de ® (:,À, a) 
en 0 est transversale à la R*-orbite du germe de f en 0. 


21.2. Description des caustiques. 


Théorème. La caustique d'une application lagrangienne définie 
par une famille génératrice F, déploiement d'une fonction f, est une 
composante de l'ensemble de bifurcation de fonctions formée par les 
valeurs du paramètre auxquelles correspondent, dans la famille, des 
fonctions à points critiques dégénérés (i.e. qui ne sont pas de Morse). 

L'application lagrangienne est elle-même RL-équivalente à la 
projection de l'ensemble critique (ensemble de tous les points critiques 
de toutes les fonctions de la famille) sur l'espace de paramètres. 

Vu les définitions, la démonstration est immédiate. 

Soit maintenant f € m° une fonction à point critique O de multi- 
plicité finie admettant à l'origine un zéro d'ordre non inférieur à 2. 
Regardons une transversale 7 dans n° à la R-orbite du germe de f 
en 0 comme un déploiement du germe de f. Ce déploiement est induit, 
comme tout autre, du déploiement versel par une application de la 
transversale dans la base du déploiement /?-miniversel @: T — B. 
La dimension de B est égale à la multiplicité u du point singulier 
de f en O, et la dimension de T est nu — 1. 

Supposons choisi un déploiement ÆÀ-versel de la forme 


Fc, 3) = Ft, eee du) + Âus 


si bien que F est un déploiement R*'-miniversel. La projection 
À» (A1, .  . An) définit une application 4: B— A, où À est 
base de déploiement R*-miniversel. 


Théorème. Un germe stable d'application lagrangienne est équi- 
valent à gauche et à droite au germe d'application no p: T — A 
pour une fonction f convenable. 

Pour la démonstration, il suffit d'appliquer la construction pré- 
cédente au cas où F est famille génératrice du germe en question. 


Corollaire 1. La caustique d'un germe stable d'application lagran- 
gienne holomorphe est la variété de ramification véritable d'un revé- 
tement ramifié de l'ensemble de bifurcation des zéros au-dessus de la 
base du déploiement R*-miniversel. 

En effet, l’ensemble de bifurcation des zéros dans la base du 
déploiement R-miniversel est précisément œ (T7). 

Corollaire 2. La caustique d'un germe holomorphe stable d'appli- 
cation lagrangienne est un germe d'hypersurface complexe irréductible 
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(singulière en général) qui est biholomorphiquement équivalente à une 
surface algébrique. 

L'algébricité découle du fait que le déploiement versel est équi- 
valent à un déploiement polynomial; l'irréductibilité est consé- 
cutive à celle de la variété de formes quadratiques dégénérées. 


21.3. Classification des singularités lagrangiennes en petite di- 
mension. Les théorèmes démontrés ci-dessus et la classification 
établie au chapitre II donnent immédiatement lieu au 


Corollaire 1. Les germes d'applications lagrangiennes génériques 
pour une variété de dimension n << 6 en chaque point sont stables et 
appartiennent à un nombre fini de classes d'équivalence lagrangienne. 

Ces classes correspondent aux singularités simples À,, u > 1, 
D,, u > 4, E, (chap. IT) pour lesquelles  — 1 < n: une famille 
génératrice de germe lagrangien est déploiement R*-versel d'une 
fonction de type correspondant. 

Par exemple. pour x = 1 l'unique singularité est le pli (4:); 
pour #7 = 2 on a en outre des fronces (4), auxquelles viennent 
s'ajouter pour rz —3 les singularités À, et D,, puis pour nr = 4 
les singularités 4, et D, et enfin pour z = 5 les singularités 43, 
De; Es 


Remarque. Les germes d'applications lagrangiennes de variétés 
de dimension nr > 6 pour un ensemble ouvert d'applications géné- 
riques sont en certains points instables et admettent des modules. 
Cela découle du fait que la classe des singularités P, (voir chap. I) 
est de codimension c = 6 


Corollaire 2. Les germes d'applications lagrangiennes génériques 
pour des variétés de dimension n << 6 en chaque point sont équivalents 
aux germes de projections (P. g)—+g de variétés lagrangiennes p; = 
= 0S/0q;. gr = —0S'ôp,, où: 


pour n>1 on a A: S=p}; 
pour n>>2 on a de plus As: S = + pi + op}; 
pour n>3 on a de plus 4;: S— p? + Q2p° +Q3p; 
et Di: S=pi + pip3+ qui; 
pour n>4 on a de plus A;: S= + pf + qopi + Q3Pi + qPi 
et D;: S= pipi + pi +qsPi + Pi; 
pour n>5 on a de plus Ag: S = p? + Qop° + Q3PŸ + Qup$ + QsP?, 
Ds: S = p,ps + P; + G3Pi + GP a GP; 
et Es: S=pi + ps + QsPiPa+ 
+ Gi PiPa + 05Pi. 
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Corollaire 3. Les caustiques génériques dans le plan n'ont d'autres 
singularités que des points de rebroussement correspondant aux singu- 
larités lagrangiennes A... Dans l’espace tridimensionnel les caustiques 
génériques n'ont d'autres singularités que des arêtes de rebroussement 


4; 


Fig. 55 Fig. 56 


(4;) (fig. 55), des queues d’aronde (A,) (fig. 56) et des singularités 
ponctuelles de deux types correspondant aux deux formes réelles de D.: 
la pyramide (ou cheveu) et le porte-monnaie (ou vague) (fig. 57). 

En plus de ces singularités, il peut y avoir naturellement des 
intersections transversales des différentes branches de caustiques. 


Fig. 57 


À l'heure actuelle le problème de classification des singularités 
lagrangiennes génériques est résolu jusqu’en dimension 10. À partir 
de la dimension 6. les modules apparaissent en nombre infini: les 
formes normales contiennent des fonctions arbitraires qui sont des 
invariants (modules fonctionnels). Au n° 21.7 nous donnerons une 
classification des formes normales des singularités lagrangiennes 
génériques d'applications d’espaces de dimension <10. 

On peut définir les caustiques pour tous les groupes engendrés 
par les réflexions. par exemple pour les groupes qui correspondent 
aux singularités de bord B4, Cz, F,. Ces caustiques (plus exactement, 
leurs parties) sont singularités du comportement asymptotique des 


284 SINGULARITÉS DES CAUSTIQUES ET DES FRONTS D'ONDE (CH. III 


intégrales du type 


1,, (À) = | eiFtx, 2)/h : 


— px, À)dx,...dx,, h—0, 
T1 
pour des fonctions de phases F qui dépendent génériquement d’un 
nombre non excessif de paramètres. 

Les caustiques de C, et de F, sont représentées sur les figures 58 
et 59 respectivement; par des lettres primées sont désignées les 
strates de dégénérescence de la restriction au bord. 

On voit sur la figure 60 les courbes des singularités du comporte- 
ment asymptotique dans le cas de deux paramètres, et sur les figu- 
res 61 et 02, dans le cas de trois paramètres. 


21.4. Stabilité legendrienne. Quitte à remplacer « lagrangien » par 
« legendrien », la définition de la stabilité legendrienne des applica- 
tions et germes legendriens reprend mot pour mot la définition 
correspondante dans le cas lagrangien. 


Théorème. Un germe d'application legendrienne définie par une 
famille d'hypersurfaces génératrice F (x, ?) = O0 à un paramètre À 
est Legendre-stable si et seulement si le déploiement F d'une fonc- 
tion f (où f(x) = F (x. 0)) est V'-versel. 

On suppose que F = 0 soit une équation non singulière d’hyper- 
surface ; pour la notion de V-versalité, voir chapitre premier, $ 8. 


Corollaire 1. Un germe en O d'application legendrienne définie 
par une famille d'hypersurfaces génératrice F (x. }) = O0 à para- 
mètre }. x € R', À € R!, est Legendre-stable si et seulement si les classes 
des germes de fonctions {g,, . . ., g1 (g: (x) = 0F/6x;l À = 0)} engen- 
drent l'espace vectoriel 


Q; = kR [[r19 ses z,:)]/(0f/0x;, ne Es Ôf:0x», f), 
où f(x) = F (x, 0). 


Corollaire 2. Tout germe stable d'application legendrienne s'écrit 
en coordonnées convenables à l'aide d’une fonction génératrice de la 
forme 


S (Qrs Ps) = À (Ps) + (Qrs &r (P5)}; 


où les {p;, j E J} et les {g1, i € I} engendrent Q, sur K, le cardinal 
de l'ensemble des arguments pathologiques J étant égal à la dimension 
du noyau de la dérivée de l'application en 0. 

Ici la variété legendrienne se définit par les équations 


Pr = OS/0qr, Qs = —0Sl0p;, 2 = S (gr, pr) + KPrs Qu}, 


et la fibration legendrienne, par (p, qg, z) —> (q, 2). 
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Exemple. Soient f = p;. J = {1}. 1 = {2, ..., n}. Alors ! = 
=n+12>2, n>œ1, S—p;. L'application est définie par 
(Pis os + + + Gn) > (—3p}, Ga, + + + ns 2 — —2p;). Pour une va- 
riété legendrienne de dimension un (7 = 1) le front est une courbe 
plane avec un point de rebroussement. Ainsi, à la différence des 
courbes génériques planes, les fronts des applications génériques 
legendriennes peuvent présenter des singularités non supprimables 
par une petite déformation dans la classe des fronts, à savoir: des 
points de rebroussement (encore une manifestation du principe 
général selon lequel les singularités attirent des singularités). Les 
courbes fronts de germes legendriens génériques ne peuvent avoir 
aucune autre singularité. 


Corollaire 3. Les fronts de germes stables d'applications legendriennes 
sont difféomorphes aux graphes des transformées de Legendre généralisées 
des fonctions différentiables de la forme 

Sp)=f@) + (pi+æG)), iEI, 


où les {g;} sont les germes qui, avec 1 et{p;, j € J}, engendrent l'espace 
vectoriel de l'algèbre R [[p,]]/(ôf/0p;. f), j € J, le cardinal de J pou- 
vant être pris égal au corang (dimension du noyau de la dérivée de 
l'application legendrienne en 0). 


Exemple 1. J = {1}, I = G,f(p,) = p', S = f. Le graphe de 
la transformée de Legendre est une parabole semi-cubique. 


Exemple 2. J = {1}, 1 = {2}, f (p1) = pi, S = pi + (ps + pi)*. 
Le graphe de la transformée de Legendre a un point singulier « queue 
d’aronde » (on le verra sans peine). 


Considérons le germe en 0 d’une application legendrienne définie 
par une fonction génératrice S (gr, p;) d’après les formules usuelles : 


Pr = 0S/0q1, 95 = —0Sl0p;, z = S + (ps, Qu), 
(P, 4 2) + (g, 5). 
Considérons de plus les germes en 0 des fonctions 
F(x,,2:)=S (Ar, x) + (y, x) + 2, 
D(xz,À,z,a)=F(r +a, x, 2), 
f(x) = F(x, 0, 0). 
Supposons que f admet en 0 un zéro d'ordre non inférieur à 2. 


Corollaire 4. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
1. Le germe considéré est Legendre-stable. 
2. Le déploiement F de la fonction f est V-versel. 
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3. L'application qui au triplet (a, À, z) associe le germe en 0 
de ® (:-, 2., z, a) est transversale à la V-orbite du germe de f en 0. 

Le théorème et les corollaires 1 à 4 se démontrent de la même 
façon que dans le cas lagrangien. 


21.5. Description des fronts. 


Théorème. Le front d'une application legendrienne définie par 
une famille d'hypersurfaces génératrice F (x, ?.) = 0, où F est dé- 
ploiement d’une fonction f, est l’ensemble de bifurcation de la famille, 
ie. se compose des À pour lesquels l'hypersurface de la famille 
{x: F(x, à) = 0} est singulière. 


Corollaire. Le front d'un germe holomorphe stable d'application 
legendrienne est germe d'une hypersurface complexe (singulière en 
général) qui est biholomorphiquement équivalente à une surface algébrique. 

Dans le cas où la fonction F définissant la famille d'hypersur- 
faces génératrice F = 0 est déploiement V-versel d'un germe jf quasi 
homogène de multiplicité finie u, on peut faire mieux et montrer 
que le front complexe est irréductible, admet une normalisation 
non singulière et est espace d’un revêtement ramifié à pu feuillets 
au-dessus d’un espace de dimension u — 1 (base du déploiement 

+-versel) avec ramification sur la caustique correspondante, le 
groupe du revêtement étant tout le groupe des permutations des u 
feuillets. 

Tous ces résultats découlent des propriétés des variétés de bifur- 
cation dans la base d’un déploiement ÆR-versel démontrées dans 
[105]. En effet, pour un germe quasi homogène, f appartient à l'idéal 
construit sur les (0f/ôx;), aussi le déploiement V-versel est-il R-versel. 


21.6. Classification des singularités legendriennes en petite di- 
mension. Les résultats obtenus ci-dessus donnent lieu à un 


Corollaire. Les germes d'applications legendriennes génériques 
pour des variétés legendriennes de dimension n << 6 sont en chaque point 
stables et appartiennent à un nombre fini de classes d'équivalence 
legendrienne. 

Ces classes correspondent aux singularités simples À,, un > 1, 
D,, > 4, E,, pour lesquelles pu — 1 < »; la famille génératrice 
est une hypersurface de niveau nul du déploiement R-versel d'une 
fonction du type correspondant. 

Les germes d'applications legendriennes de variétés de dimension 
n > 6, pour un ensemble ouvert d'applications, sont instables en 
certains points et admettent des modules. 

Les germes d'applications legendriennes génériques pour des 
variétés de dimension nr << 6 en chaque point sont équivalents aux 
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germes de projections (p, q, z)—+ (q, z) de variétés legendriennes 


Pr = 0S/0q;, 5 = —0S'0p;, 2 = S (gr, Ps) + (Pyr Qu} 


où les fonctions S sont données dans le tableau du corollaire 2 du 
n° 21.3. 

De ces formules il ressort par exemple que les fronts génériques 
dans l'espace tridimensionnel n'ont d’autres singularités que des 
arêtes de rebroussement (4.) et des singularités « queue d’aronde » 
(A:), sans compter les intersections transversales. 

Une classification des germes d’ applications legendriennes géné- 
riques de variétés de dimension non FU peDIeUre à 10 sera donnée 
un peu plus loin (n° 21.8). 


21.7. Classification des singularités lagrangiennes. Soit f: (C',0) — 
— (C, 0) un germe de fonction différentiable en un point critique 
de multiplicité finie nu. À ce germe seront associées plusieurs singu- 
larités lagrangiennes. Désignons par ® la classe de f (voir les nota- 
tions du chap. II) et par / la dimension de la variété lagrangienne. 


1° Singularité lagrangienne ©. Considérons un déploiement 
+-miniversel 
Fr à) = f(x) + he +... + ire 

(les monômes e,. .... e,_, engendrent une C-base de l’espace vec- 
toriel mQ — m;(0f.0x), où m est l'espace des fonctions qui s'an- 
nulent à lorioine). 

On peut considérer le déploiement F comme /-paramétrique pour 
tout ! > u — 1 avec le paramètre À. Le germe de ce déploiement en 0 
est famille génératrice d’un germe d'application lagrangienne en C!. 


Définition. On appelle singularité lagrangienne de type D dans C!, 
[> u —1, une singularité définie par la famille génératrice F. 


Exemple. F(x, },, 2.) = x -- A,x définit une singularité de 
dimension deux de type A, (un pli sur le plan). 


29 Singularité lagrangienne ®°. Supposons que f soit une des 
singularités unimodales (voir chap. II). Choisissons alors les monô- 
mes e; de telle façon que le germe de strate u — Cte dans la base du 
déploiement R*-miniversel F soit germe de l’axe 2, en 0. 

À cet effet, il suffit, dans le cas (semi-)quasi homogène, de prendre 
comme eh: le monôme J de (quasi-)degré maximal, et pour Th.qr = 
= axyz + x? + y1 + z", de choisir J = zyz. [Le monôme J engen- 
dre dans Q, |’ annulateur de l'idéal maximal ; sa classe dans Q,est 
proportionnelle à celle du hessien det (6°f/6x° 2).] 


Définition. On appelle singularité lagrangienne ®° dans C' (> 
Z LU — 2) une singularité définie par le germe en 0 de famille gé- 
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nératrice à L = u — 2 + m paramètres À, . .., Aie, Ti © + + Tm 
(m > 0) d’après la formule 


F(z;À, T)=f(t) them +... + oee + &J, 


Où Oo = u (A, . .., Au-e) + TU + ... +Ttnet u est un germe de 
fonction différentiable nulle à l’origine. La singularité D" des appli- 
cations dans un espace de dimension donnée u — 2 + m sera notée 
®O" (si bien que le point de D‘ n'est autre que le nombre des carrés 
de la forme normale). 


Exemple. Soit f = x! + x, + 25 + ax,x2x, une singularité para- 
bolique de classe ,P,. La singularité lagrangienne ,P d’une appli- 
cation de variétés de dimension six est définie par la famille géné- 
ratrice 


D +r + 2 + Mn + hote + Asts + 
+ Mtite + Àsmits + Âetets + U (À) titets. 


Le type lagrangien de cette singularité dépend comme d'un para- 
mètre de la fonction uw de six variables qui est un « module fonc- 
tionnel ». 

Tous les germes lagrangiens de type P4 (avec tous les a, u possi- 
bles) forment un ensemble decodimensionsix dans l’espace des germes 
d'applications lagrangiennes. 


3° Singularité lagrangienne O!,. 


Définition. La singularité O°, d’une application dans C!° est 
définie par une famille génératrice avec un paramètre À de dimension 
dix d’après la formule 

F(xz, À) =f+ he + ce. + oo + Ua +... + usds, 
où f est une fonction semi-homogène de quatre variables de corang 4 
avec la partie principale cubique non dégénérée en 0; les dix mon- 
mes e, de degrés 1 et 2 et les cinq monômes J, de degrés 3 et 4 en- 
gendrent une base de mQ,. 

Dans cette formule u,, ..., u,; sont des germes de fonctions 
différentiables de À s’annulant à l’origine. Ainsi donc, la singularité 
lagrangienne 0°, d’une application dans C!° a comme modules cinq 
fonctions de dix variables. 


Théorème. Pour ! < 10 un germe d'application lagrangienne géné- 
rique dans un espace de dimension l est en chaque point Lagrange-équi- 
valent à un des germes de la liste{®, Y°, O°,}, où ® est une singu- 
larité simple ou unimodale de ul +1; Ÿ une singularité unimodale 
de p<l+2. 

Dans le tableau suivant sont indiquées, pour 6 < ! < 10, les 
singularités qui apparaissent pour la première fois dans la dimen- 
sion À donnée (notons qu'à mesure que L croît, ® est conservée et le 
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m de W” augmente). Nous utilisons les notations 7,3, = J,,:, 
Tour = X 5, T3 Sr — P,,5, Te, p. qi Yp, 9: T's. p. 0 — A, q° 


6 7 | 8 | 9 10 
À; 48 À9 A0 Au 
D; D, D, Do D\i 
E; Ea Jio Jo Ji Jirs Jiss Eîe 
X5 X9, X io Xio Xinr 5, 5 ins Atos Vs, 5 Y5, 6 
Zu Zirs Zios Uiss Wie 
P3 | Pa, Po | Pos Pios Qiol Po Pire Oro Qi Pins Pier Quis Qie 
Ri.; Ris Ris Ris, Rio Rs. ss Oîe 


Sir. Tia à Sins Sins Tag ae Ti. » 


Ainsi donc, pour {> 6 les germes d'applications lagrangiennes 
génériques dans C! sont en certains points Lagrange-instables et 
admettent des modules fonctionnels qui sont des fonctions de Z 
variables. 

Tous les germes lagrangiens simples stables se réduisent aux 
types A,, D,, Es, E:, Es. 

Démonstration. Nous utiliserons la réduction àla 
R*-classification des familles génératrices et la stratification de 
l'espace des germes de fonctions décrite dans le chap. Il. 

Supposons qu'un germe d'application lagrangienne soit défini 
par une famille génératrice F qui est déploiement d’une fonction f. 
Ce déploiement est R*-équivalent à un déploiement induit du déploie- 
ment R‘'-miniversel, i.e. à un déploiement de la forme 


F (x, €) = f(x) + qu (e) ei (x) +... + qua (e) ex (x), € € C'. 


D'après le théorème de transversalité, pour les applications lagran- 
giennes génériques l’application y est transversale à la stratification 
de la base en strates u — Cte. Donc F est un déploiement versel 
pour f simples: dans ce cas la singularité est Lagrange-équivalente 
à une singularité de type simple ®,, et ceci pour > u — 1. 

Si f est unimodale, l'application est transversale à l’axe À; 
dans la base du déploiement R*-miniversel. Dans ce cas on peut 
prendre , (e), . .., @L-2 (€) comme une partie des coordonnées 
dans l’espace des paramètres; en notant ces coordonnées À,, ... 
-... Âu-+, nous obtenons une famille R*-équivalente à la famille 
initiale : 


Fa, e&)=f(z) + Me +... + hote + © (8)J, > u—2. 


Les équations À, = 0, ..., À,_-e = O définissent une sous-variété 
de codimension a — 2 dans la base de C'. La restriction de la fonc- 
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tion w à cette sous-variété pour des applications lagrangiennes géné- 
riques est une fonction de Morse. 

Si e = 0 est un point non critique de cette fonction, on peut 
prendre w comme coordonnée À,_,; la singularité lagrangienne est 
équivalente à une singularité unimodale ®,,, ! un — 1. Si par contre 
c’est un point critique, on peut, d'après le lemme de Morse para- 
métrique, réduire &@ à 


u (Ai, a lu = Th: m=l—p+2, 


i.e. la singularité lagrangienne est équivalente à ®}. Le cas de f 
de classe Of, est traité d’une façon analogue. D'après le théorème 
de transversalité, on ne rencontre aucune autre singularité pour 
<< 10. 

On vérifie que la fonction w est un module. Cela ressort des con- 
sidérations suivantes (voir une autre démonstration dans [339]): 

1) le graphe de u est l’ensemble des valeurs critiques de l’appli- 
cation inductrice @ ((4, tT) + (4, w (À, t))); 

2) l’image du point € par l'application inductrice œ est définie 
d'une façon presque unique par la classe de R*-équivalence du terme 
F (:. e) de la famille F. 

Cette dernière circonstance découle du fait qu'une famille de pu 
valeurs critiques complexes, considérées à une constante additive 
commune près, définit en général un point de la base de dimension 
u — 1 d'un déploiement R*-miniversel à un nombre fini de variantes 
près. 


21.8. Classification des singularités legendriennes. On définit les 
singularités legendriennes des classes ® et ©’ de la façon suivante. 
Soit 1 la multiplicité du point critique O0 d’une fonction f (comme 
précédemment). 


1°. Singularité legendrienne ©. La famille d'hypersurfaces 
génératrice de cette singularité à front de dimension / est graphe 
d'une famille de fonctions génératrice de la singularité lagrangienne 
O des applications dans C' (1 u —1). 


Exemple. La singularité legendrienne A, à front de dimension 2 
est définie par une famille de surfaces génératrice à trois paramètres : 


O=F(z; As Ào 2) = 2 + Mr —2 


à paramètres À, À+, z (le front est une surface avec une arête de 
rebroussement). 

2° Singularité legendrienne D: (® unimodale). La famille d’hy- 
persurfaces génératrice de cette singularité à front de dimension L 
est graphe d'une famille de fonctions génératrice de la singularité 
lagrangienne ®° des applications dans C' (/=> un — 2) pour laquelle 
la fonction u de 2° du n° 21.7 est identiquement nulle. 


19% 
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Exemple. La singularité legendrienne ,P, à front de dimension 
six est définie par la famille d'hypersurfaces génératrice à sept para- 
mètres : 


3 3 3 À 
O=x La + 25 + ts + Àoto + sta + 
+ Aitito + MlTs + Ales — 2. 


3° Singularité legendrienne ®° à front de dimension !{ > up — 2. 
Elle se déduit de la singularité ®° à front de dimension nu — 2 dé- 
finie plus haut par multiplication directe par C!"H**. La famille 
d'hypersurfaces génératrice est définie par 


O=f(x) + he + ... + uote — 23 
(où (y, + ° +» M 2) est un paramètre de dimension [ + Â). 


Théorème. Pour ! < 10 un germe d'application legendrienne géné- 
rique dans un espace de dimension L + 1 est en chaque point Legendre- 
équivalent à un des germes de la liste {®, Y°, ©, O7,}, où O est une 
singularité simple ou parabolique de p < l + 1 ou une singularité 
quasi homogène exceptionnelle de u < L; Ÿ une singularité parabolique 
de u<l+72; une singularité hyperbolique de u < l + 2, ou une 
singularité exceptionnelle quasi homogène de u < l + 1, ou une singu- 
larité exceptionnelle non quasi homogène de u<l+2; Of, ne se 
rencontre que pour L = 10. 

Dans le tableau suivant sont indiquées pour 6 < / < 10 les 
singularités qui apparaissent pour la première fois sur les fronts de 
dimension /. L'indice placé à gauche de la lettre désigne la valeur 
a du module pour les singularités hyperboliques et exceptionnelles 
(a = 0 pour une singularité quasi homogène et a = 1 pour une sin- 
gularité non quasi homogène). 


6 7 | 8 | 9 10 
À; À8 À, A0 Au 
D; D, D; Do Di 
E; Es Jio Jios 1711 1992: 1EŸe 
X;5 X 9 1X%0 1À 15 1Y 8, 5 1ÀŸer 178, 6 
VAT 0211; 122) 19», 1W? 
Ps | Ps, 1P5 | 1P%or 1Q%0 1Pîte 0Q%0 1011 1PŸ2r 0Q10, 0Qê1r 102 
1R$: 4 1AË,s 1R3, 6, 19,5 Ofe 
1911 Ti. 4.4 0S?1 19%; 174, 4,5 


Ainsi donc, pour / => 6 les germes d'applications legendriennes 
génériques aux fronts de dimension / sont en certains points Legen- 
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dre-instables et admettent des modules. Le nombre des modules reste 
fini pour ! < 9 (à la différence du cas lagrangien où les modules fonc- 
tionnels apparaissent déjà à partir de ! — 6). Pour / > 10 les germes 
d'applications legendriennes génériques dans C!*! admettent des 
modules fonctionnels. 

Tous les germes legendriens simples stables se réduisent aux types 
A, Dy, Es, Er. Es. 

Démonstration. Grâce aux résultats de l'étude du cas 
lagrangien. nous pouvons prendre d'emblée comme familles d'hyper- 
surfaces génératrices pour les germes de singularités legendriennes 
génériques aux fronts de dimension /, des graphes de familles géné- 
ratrices de germes de singularités lagrangiennes génériques des 
applications dans C!. 

Or, les germes legendriens obtenus avec des modules lagrangiens 
différents sont dans bien des cas Legendre-équivalents. Il convient 
donc de préciser lesquels des graphes de familles génératrices lagran- 
giennes sont équivalents comme familles d'hypersurfaces. 

Commençons par classifier les hypersurfaces f — 0. En passant 
à une nouvelle relation d'équivalence (V- au lieu de R*-), la réserve 
des singularités simples et paraboliques reste inchangée. Toutes les 
singularités hyperboliques sont V-équivalentes aux singularités 
de module a = 1 (x? + y + 7 + axyz = x" + y + 7 L xyz si 
p+gl+rli<i). Les singularités unimodales exceptionnelles 
se répartissent en quasi homogènes (a = 0) et non quasi homogènes, 
ces dernières étant V-équivalentes aux singularités de a = 1 (par 
exemple, pour Æ,, on a 2° + y + axy = 28 + y° + xyf si a ., 0). 

Nous obtenons ainsi une V-stratification de l’espace des germes 
de fonctions dans un point critique en « strates » suivantes : 


Type de singularité f | Codimension 


Simples et paraboliques ®, | p— 1 
Hyperboliques ct exceptionnelles non qi'asi 

bomogènes ,®u u— 
Exceptionnelles quasi homogènes ,®, ui 
Os 10 
Autres 11 


La démonstration se poursuit par analogie au cas lagrangien, 
à ceci près que dans le cas legendrien la fonction x n’est pas du tout 
un module. Montrons qu’on peut ‘innuler u par une V-équivalence. 

Considérons un déploiement -miniversel d'un germe f de la 
forme 


Fr à) = f(x) + Me +... + nes 
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Les équations F = 0 et EF = 0, où E (0, 0) 0, définissent 
une même famille d'hypersurfaces et une même singularité legen- 
drienne. Les familles de fonctions F et EF ne sont pas R-équivalentes 
en général, mais EF est R-équivalente à une famille induite de F. 
L'application inductrice de la base de la famille dans elle-même 
définit une équivalence legendrienne qui conserve la singularité 
legendrienne considérée. À chaque fonction Æ correspond donc un 
difféomorphisme de la base relevé à une variété legendrienne. L'en- 
semble de tels difféomorphismes de la base a une structure de groupe ; 
nous le noterons G. 

Soient œp;: B;—+ CM, i = 1, 2, deux applications dans la base 
de notre déploiement qui induisent des familles F,(x, e) = 
= F (x, q,(e)). Si les applications œ,, p. se laissent transformer 
l'une dans l’autre par un élément de G et le difféomorphisme B, —+ 
— B,, les familles d'hypersurfaces F,; = 0 sont équivalentes. 

Supposons à présent que f soit une singularité unimodale quasi 
homogène et que Ja base soit composée de monômes 


Cr CCE Eu-2 Cu-1 — JT: Cu — 4. 


Lemme. Toute hypersurface transversale à l'axe À, se laisse trans- 
former, au voisinage du point O, en germe d'hyperplan 1 = 0 par 
un difféomorphisme de G. 

Pour démontrer ce lemme, faisons quelques calculs. À la multi- 
plication de F par E = 1 + tg correspond une famille de difféo- 
morphismes de G dépendant du temps t. Pour t = 0 le champ de 
vitesses correspondant sur la base se calcule comme suit: A = 


Nr À, (À) d'o3, où A, sont les composantes de la décomposition 
gr Dr = (x, À) 6F/0r; + À A;(he; (x) 
qu'on obtient en dérivant par rapport à { la relation 
A+wg)F (HG A), pA)=F (x, à). 


Considérons les champs A!, ..., A qu'on peut obtenir par cette 


construction pour g = €,, ..., e,. On constate sans peine que pour 
e e # Q e e i 

les singularités unimodales non paraboliques les u fonctions A,-1 = 

= Afh,_1, à = 1, ..., u, sont indépendantes en 0; pour les sin- 


gularités paraboliques les u fonctions A,_, (= pu), À,-, sont indé- 
pendantes. (Ici e,; = J, e, = 1 

[En effet, prenons une singularité quasi homogène aux poids 
deg z; = &@;, deg f = 1 et désignons par v le champ eulérien v = 
= N its d'ôx. Alors f = vf, si bien que pour F = f + >: Âje 
on a F=uvF + N (1 — dege;)Aje; D'où 


Fe; = (e;v) F + » (1 — deg ej) A jee. 
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Supposons que dans l'algèbre locale lelle;]= > ci; {e:]. Alors 


ee; ci je HE hè ;(x) oflôrs = 


= ci jen + > hf. ; 0F/0zy +O(| À |). 
Donc, 


Ai = A4; (à)+O(I À |?) 


A Q)= 2 ct (1—dege;) y. 


La forme bilinéaire définie par la matrice c#;! est non dégénérée 
(cf. n° 5.4). Dans le cas non parabolique tous les deg e; sont distincts 
de 1. aussi les {A;, i = 1, ..., u} sont-elles indépendantes. Dans 
le cas parabolique tous les deg e; sont distincts de 1 sauf deg e,_:; 
on a alors 04,/0h,-1 = 0 et À, = 0. Pour cette raison les formes 
(A1, ..., A5 A1) sont indépendantes.) 

Cela permet de réduire par la méthode d’homotopie usuelle, au 
moyen de difféomorphismes de G, la fonction @ de 0/04, (0) Æ 0 
à la forme normale À,_, dans le cas non parabolique et la surface 
æ = 0 à la forme À,_, = 0 dans le cas parabolique (cf. n° 22.2). 

Le lemme permet d'annuler la fonction uw dans les formes nor- 
males lagrangiennes tout en conservant la classe de V-équivalence 
de la famille génératrice et de préserver ainsi la classe legendrienne 
de la singularité. 


Remarque. Les théorèmes de classification cités sont dus à V. Za- 
kalyukin (thèse de 1978, Université de Moscou). Son article [339] 
contient des résultats moins complets et en partie erronés (dans le 
cas legendrien). 

Il est à noter qu'hormis le cas des singularités simples, nous ne 
postulons pas la constance de la topologie dans le cadre de la classe, 
si bien que notre classification est en général encore moins fine que 
la classification topologique. En effet, F. Pham a remarqué encore 
en 1970 [234] que le type topologique des diagrammes de bifurcation 
(fronts) peut changer le long de la strate u = Cte. Pham a étudié 
la décomposition de la singularité J'y 0 = z° + ax°y* + y° en 
E, et E, à un même niveau ; une telle décomposition est possible pour 

= 0 et impossible pour des a proches. O. Lyashko a décrit dans 
[194] toutes les décompositions des singularités simples de fonctions. 
Une série de travaux de C. T. C. Wall parus plus tard est consacrée 
à la décomposition des singularités paraboliques. En étudiant la 
décomposition de P,;, Wall a trouvé des dizaines de courbes ellip- 
tiques qui sont exceptionnelles pour les décompositions. 


296 SINGULARITÉS DES CAUSTIQUES ET DES FRONTS D'ONDE  [CH. III 


$ 22. Bifurcations des caustiques et des fronts d’onde 


Un front d'onde qui se propage ne reste pas générique en perma- 
nence : en certains moments il subit des métamorphoses. Leur étude 
conduit au problème des singularités génériques dans des familles 
d'applications legendriennes à un paramètre. Dans ce paragraphe 
nous étudierons des familles génériques de singularités lagrangiennes 
et legendriennes à un paramètre. Nous indiquerons les formes nor- 
males pour la dimension des fronts non supérieure à quatre (dimen- 
sion des caustiques non supérieure à deux). 


22.1. Grand front et fonction du temps. Considérons une famille 
d'applications legendriennes dépendant d'un paramètre t. Considé- 
rons le produit direct d'un espace de dimension / contenant les 
fronts (i.e. de la base de la fibration legendrienne) par l’axe du 
temps. Le produit direct en question sera appelé l’espace-temps, et 
son application naturelle sur l'axe de t, la fonction du temps. 

La réunion des fronts correspondant à tous les t sera appelée le 
grand front. D'une façon générale, le grand front est une hypersur- 
face dans l’espace-temps. 


Proposition. Le germe de grand front en chaque point est germe de 
front d'une application legendrienne dans l'espace-temps. 

Démonstration. Soit le front instantané défini à l’ins- 
tant { par une famille d'hypersurfaces génératrice #, (x, À) = 0 
(le paramètre À est un point de l’espace de dimension / contenant le 
front). Regardant t comme un ! + Î1-ième paramètre, nous définis- 
sons par la même formule une famille d'hypersurfaces génératrice 
d’une application legendrienne dans l’espace-temps. Le front de 
cette application n’est autre chose que le grand front. 


Définition. On appelle métamorphose d'un front un diagramme 
de germes 


î t 
+ — R4— R. 


où i est plongement d'un front de dimension Let t une fonction diffé- 
rentiable dont la différentielle au point étudié est distincte de zéro. 
On appelle équivalence de métamorphoses un diagramme commutatif 
dont les lignes horizontales sont des métamorphoses et les lignes 
verticales, des difféomorphismes. On dit que l’équivalence est forte 
si la dernière verticale est une translation (t, = t, + Cte). 


Remarque. Pour notre équivalence l'historique des passages suc- 
cessifs du front par tel ou tel point de l’espace peut être différent 
pour des métamorphoses équivalentes, mais le front de la première 
métamorphose est à tout instant difféomorphe au front de la seconde 
à un certain instant (en général différent du premier). 

Considérons à présent une famille générique à un paramètre de 
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fronts. Le grand front ne peut présenter que des singularités stan- 
dards (au moins pour des espaces de petite dimension elles sont 
énumérées). La classification des métamorphoses dans les familles 
de fronts génériques se réduit donc à celle des germes de fonctions 
sur l’espace-temps en un point non critique par rapport au groupe 
des difféomorphismes préservant le grand front. 

Pour les espaces de petite dimension, les singularités du grand 
front sont liées aux singularités simples ÀA,, D,, E,. Plus exacte- 
ment, un germe de grand front est difféomorphe au produit direct 
de la variété de bifurcation des zéros d’une fonction de type corres- 
pondant dans la base R" du déploiement R-miniversel, par l'espace 
R” (l'espace-temps est R° X R”). 

Par exemple, pour À, dans l’espace-temps tridimensionnel 
le grand front est difféomorphe à un cylindre au-dessus d'une para- 
bole semi-cubique (car l’ensemble de bifurcation des zéros de la 
fonction x° est une parabole semi-cubique). 

Cela nous conduit donc à classifier les germes non singuliers de 


fonctions différentiables en 0 de l’espace R* X R°"' par rapport au 
groupe des difféomorphismes préservant le cylindre discriminant 


(produit direct de l’ensemble de bifurcation des zéros dans RP 
par R”). 

Choisissons comme déploiements miniversels des singularités 
simples, des déploiements de la forme F (x, À) = f(x) + Nue: (x), 


où {e;} est base monomiale de l'algèbre locale et e, est de degré quasi 
homogène maximal (par exemple, pour 4, on a F = +zxntl + 


+ Ath + ,.. + A,). Les coordonnées dans R'" seront notées 
(T1, : - +, Tm) (si bien que toutes les coordonnées dans l'espace-temps 
sont (Au, . . ., Àus Tis + + +, Tm)) 


Définition. On appelle métamorphose spéciale d'un front. une 
métamorphose pour laquelle le grand front est le cylindre discri- 
minant décrit plus haut et la fonction du temps se présente sous la 
forme 

t= HUE... ETtn ou {= TU. 


Théorème. Les métamorphoses de fronts dans des familles génériques 
à un paramètre dans les espaces de dimension l << 6 sont localement 
fortement équivalentes à des germes de métamorphoses spéciales en 0, 
avec u+m—=l+1 


Les métamorphoses des fronts dans l’espace tridimensionnel 
décrites par ce théorème sont montrées sur la figure 63. 


22.2. Métamorphoses des fronts et groupes engendrés par les ré- 
flexions. Soit dans l’espace euclidien Run groupe irréductible G 
engendré par des réflexions des types 4,, D, ou E, respectivement 
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Fig. 63 

{pour 4,, c'est le groupe des permutations de coordonnées dans l'hy- 
perplan x, + ... + zi41 = 0 

Le groupe opère également sur le complexifié C* de l’espace R'. 
Considérons sa variété des orbites. On sait que c'est un espace B 
isomorphe à C”: les coordonnées dans cet espace sont des invariants 
de la base À,, . ... À, (pour À, ce sont les coefficients d'un polynôme 
de degré u + 1 où la somme des racines {x,, . .., x,,,} est nulle). 

Une application v: C* —+ B qui à un point associe son orbite 
sera appelée application de Viète. Une fonction f: B—+C admet 
comme image réciproque v*f par une application de Viète une fonc- 
tion symétrique (un invariant) dans C”. La fonction v*A, est l’in- 
variant de plus bas (second) degré (il est unique, car le groupe est 
irréductible). 

La plupart des orbites se composent de |G | points. De telles 
orbites sont dites régulières. Considérons la variété des orbites non 


régulières. On voit sans peine que c’est une hypersurface dans C* 
qui est difféomorphe au diagramme de bifurcation des zéros de la 
singularité correspondante (par exemple, pour À, c'est la variété 
des polynômes zh* + Axh-l +... +A, de discriminant nul). 

On dit que les difféomorphismes g: (C", 0)—>(C". 0) et 
h:(B. 0) — (B, 0) sont adaptés-Viète si vog—hov: en ce cas g 
est appelé relèvement de h, et h, abaissement de g. 

On voit sans peine que les difféomorphismes (germes) relevés 
coïncident avec les difféomorphismes qui préservent la variété des 
orbites non régulières, et les difféomorphismes (germes) abaissés, 
avec des difféomorphismes équivariants (i.e. commutant avec l’ac- 
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tion du groupe engendré par les réflexions). Le point important est 
que les difféomorphismes équivariants peuvent être abaissés; on 
le montre de la façon suivante. 

Il est clair qu'un difféomorphisme équivariant induit un homéo- 
morphisme de l’espace des orbites, régulier sur la variété des orbites 
régulières ; d’après le théorème de la singularité supprimable, la 
régularité est conservée aussi dans les autres points. 

Démonstration du théorème sur les mé- 
tamorphoses (dans le cas complexe). Pour une fonction géné- 
rique {: (B, 0) —+ (C, 0) non dégénérée en 0 on a 0t/0h, # 0. Sous 
cette hypothèse l'invariant v*t a la différentielle seconde non dégé- 
nérée en 0. D’après le lemme de Morse équivariant (voir n° 17.3), 
un difféomorphisme équivariant g: (C", 0) — (C“, 0) transforme 
v*t en v*A,. En abaissant ce difféomorphisme, nous voyons que les 
germes t et À, en 0, transformés l’un dans l’autre par l'action du 
groupe des difféomorphismes B conservant la variété des orbites 
non régulières, sont équivalents. Cela démontre le théorème pour 
m = (. 

Sim > 0, on commence par considérer la restriction de t à l’arète 
0 x C” du cylindre discriminant. Pour t générique cette restriction 
ou bien est régulière en tout point de l’arète (auquel cas t — tT;), 
ou bien elle y admet un point critique non dégénéré (de Morse). 
D'après le lemme de Morse paramétrique. la fonction ? est équiva- 
lente à la somme d'une forme quadratique non dégénérée de + et 
d’une fonction de À ; en situation générique cette dernière est équi- 
valente à À, (ce qui vient d’être montré pour m — 0). Le théorème 
s'en trouve démontré dans le cas complexe. Il l'est aussi dans le cas 
réel analytique et dans le cas réel différentiable (pour les détails 
nous renvoyons à [23)). 


Remarque. V. Zakalyukin [340] a étendu le théorème des méta- 
morphoses sur les fronts au cas d’une singularité quasi homogène 
arbitraire. 


Dans le cas quasi homogène le déploiement V-versel est R-versel 
et peut être choisi sous la forme d'un déploiement miniversel 


Fr, 1) = f(x) + he (&) +... + Men (x), 


où e, sont des monômes ; on suppose comme précédemment que e; 
soit le monôme de plus haut degré (quasi homogène). Considérons 
en outre l'ensemble de tous les monômes diagonaux e;,, ..., e;, 


de même degré quasi homogène que f (s'ils existent). Un germe de 
fonction t générique au voisinage du point À — O0 de R° peut être mis, 
par un difféomorphisme local de R" préservant l'ensemble de bifurcation 
des zéros du déploiement F de f, sous la forme 


+ + a (OUTRE sua bin) 
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Pour les déploiements à plus de p paramètres (À, . .., À, T1, . .. 
.. +++ Tm) la forme correspondante est 


+h + ai, cs AM)JEUE ..e + Tn OU VU. 


La démonstration est fondée sur la description suivante du 
module des germes analytiques de champs de vecteurs tangents à la 
variété discriminante: c'est un module libre à u générateurs sur 
l’algèbre des germes en 0 de fonctions de À, les générateurs en question 
étant constitués par p champs de vecteurs 


VU, = >, Ui, JA) 0/6À; 
dont les composantes se calculent à partir des décompositions 
e,F (x, À) = Ni Ba, J (x, À) OF/0x;+ à Ur, (À) ey (x) 


dont l'existence est garantie en vertu du théorème de préparation. 
(Pour les singularités simples, les générateurs peuvent aussi étre 
décrits comme des abaissements-Viète des gradients d'’invariants 
de la base, cf. [231.) 


22.3. Bifurcations des caustiques. Dans des familles d'applica- 
tions lagrangiennes à un paramètre, on voit se produire des méta- 
morphoses pour certaines valeurs du paramètre, si bien qu'on y ren- 
contre des caustiques instantanées non génériques. La méthode de 
l'espace-temps permet d'analyser ces caustiques comme on ]l'a fait 
pour les métamorphoses sur les fronts. 

Une famille de caustiques instantanées d’une application lagran- 
gienne dépendant du temps t peut être assimilée à une hypersurface 
dans l’espace-temps (dans le produit direct de l’espace ambiant de la 
caustique par l’axe du temps). Cette hypersurface est caustique de 
l'application lagrangienne dans l'espace-temps. 

En effet, supposons l'application lagrangienne instantanée définie 
localement à l'instant { par une famille génératrice F, (x. À), où 
À est un paramètre d’un espace de dimension /. Alors la même fa- 
mille de fonctions de x, regardée comme une famille avec un para- 
mètre (2, t) d'un espace de dimension ! + 1, définit une applica- 
tion lagrangienne dans l'espace-temps dont la caustique est une 
hypersurface dans l'espace-temps constiluée des caustiques instan- 
tanées. Nous appellerons cette hypersurface grande caustique. 

Pour les familles génériques d'applications lagrangiennes à un 
paramètre, la grande caustique ne peut avoir que des singularites 
standards (en tout cas, pour les petites dimensions toutes ces sin- 
gularités sont énumérées). 

Les métamorphoses sur les caustiques et l’équivalence des causti- 
ques sont définies comme dans le cas des fronts. V. Zakalyukin 
a établi la liste des formes normales des fonctions du temps pour 
les cas où la grande caustique admet des singularités À, ou D, [342]. 
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La grande caustique peut être décrite comme l’ensemble des 
valeurs critiques d’une application (x, À, t) > (y = 0F/0x, À, ©), 
où l'on a 


F=—+anti+amu-it... LA, xt, A ER, TER”, 

pour À,; 
F = 22: + rh! +arhT + ….+Au-sTs, À € R“7$, ter, 

pour D, 


(la dimension de l’espace-temps est u — 1 + m). 

Un germe de fonction du temps générique peut être réduit en 
chaque point par une équivalence ordinaire des métamorphoses au 
germe en O0 de la fonction 


t=nOout=+HuMHTUtH... + Tm pour À, 
et 


t=uout= Hi +y ta ET... +tin pour D, 


(pour u = 4 on prendra ay, au lieu de a, ; yx = 0F/0zx»). 
Pour l'équivalence forte, la seconde formule dans le cas de D, 
devient plus compliquée : 


t= tu + Pyn +QOHETG + ee + T4, 


où P=1+a + ... + a, Q= bis +... + bAY, u = 
= 2v + 2 ou 2v + 3; pour u = 4 on prendra ay. au lieu de aÀ. 

Sur des familles génériques de caustiques à un paramètre dans 
des espaces de dimension ! 4, il ne peut y avoir que des méta- 
morphoses équivalentes à celles des types 4,, D,, énumérées plus 
haut, où u —2 + m = |. 

Par exemple, les métamorphoses génériques des caustiques dans 
l’espace tridimensionnel sont décrites par les formules suivantes: 


A3: F=xm +, t=u ou HU EULET; 

A F=x + +, t= vou tu +; 

D: F= riz ta +, t = vu 0ou Eh +y +ay +T; 
As F = + + hors + hr, = +; 

D: F= its + is + Ars + het, 1 = + + y + a. 


Les figures 64 et 65 représentent ces caustiques (nous donnons la 
forme de la caustique pour { = —e, t = 0 et t = —+e, e petit). 

Dans l’abondante littérature consacrée à la « théorie des catas- 
trophes », nous ne croyons pas avoir rencontré d’images des méta- 
morphoses génériques des caustiques dans l’espace tridimensionnel. 
Ces images de sections tridimensionnelles génériques donnent une 
idée plus claire sur les caustiques de À, et D, que des séries de sec- 
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tions bidimensionnelles et des sections tridimensionnelles mal 
choisies (voir par exemple [2471]). 

Exemple. Considérons un milieu de particules sans interactions 
et supposons qu’une particule se trouvant en un point x ait à l’ins- 
tant initial une vitesse v (r). Le mouvement des particules par iner- 
tie définit une application x x + tv (x). Pour t petit cette appli- 
cation est un difféomorphisme (à moins que v ne se conduise pas 
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trop mal à l'infini), mais à partir d’un certain instant des singu- 
larités apparaissent (les particules entrent en collisions). 

D'après Ia. Zeldovitch, l'apparition des singularités (amas de 
particules) dans cette situation décrit le stade initial de formation 
des galaxies, avec le champ de vitesses initial potentiel : v = grad S. 
Nous sommes conduits à envisager une famille d'applications la- 
grangiennes à un paramètre zr-»zxz + t OS/0r; les caustiques sont 
les lieux des amas de particules. 

Pour S générique la première caustique apparaît à la suite d'une 
métamorphose du type A3: F=2t +2, t=À+T+T. Au 
bout d’un temps très court e après l'instant de naissance t, de la 
caustique, celle-ci prend la forme d'une lentille (ou d'une « soucoupe 
volante ») avec une arête de rebroussement presque elliptique; 
pour & petit les axes de cette ellipse sont de l’ordre de e!/° et son 
épaisseur, de l’ordre de e°/*. 

la. Zeldovitch a obtenu ces résultats à partir des considérations 
suivantes. Les points critiques à l'instant t sont des points pour 
lesquels det (E + t 9*S/0x*) = 0, i.e. des points en lesquels 0*S/0x17 
a comme nombre propre À — —1/t. Regardons le nombre propre 
comme une fonction (trivalente) de x. Pour S générique la valeur 
minimale de cette fonction correspond à un minimum non dégénéré, 
c'est pourquoi pour & petit l'ensemble critique est proche d’un ellip- 
soide à axes de l'ordre de e!/:. 

Pour e petit, les directions des noyaux de la dérivée de l’appli- 
cation dans les points de cet « ellipsoïde » sont voisines de la direc- 
tion du noyau de la dérivée au point de naissance dela singularité 
pour € — 0. L’ensemble des points critiques de la restriction de 
l'application à l’« ellipsoïde » est donc proche de l’ellipse suivant 
laquelle l'ellipsoïde est coupé par un plan diamétral. 

Sur cette quasi-ellipse l'application a une singularité du type 
fronce. d’où l'on déduit facilement la description précédente de la 
« lentille » des valeurs critiques. 


22.4. Classification des diagrammes d’applications. Les problèmes 
de détermination des métamorphoses des caustiques et des fronts 
d’ondes sont équivalents aux problèmes de classification des dia- 
grammes d'applications du type EN ER où À est une appli- 
cation lagrangienne ou legendrienne. Le problème de détermination 
des métamorphoses dans des familles génériques d'applications diffé- 
rentiables à un paramètre conduit à une classification des diagram- 
mes du même type pour des applications génériques k: M —+ N. 


Théorème. Soit h: R°—> R” une application de Whitney. Alors, 
pour une fonction générique f, le germe de diagramme KR” 2 RrÂiR 
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en chaque point est fortement équivalent au germe en O défini par 
h: y, = abri Loan lulu Ys=ts (S=2,...,n), 
f = Æ Ye + Ya4t EE Un Où f=yn (1 LUKRn). 
f=+tn+Eyi+...+Hyn ou f=y (u={). 


La démonstration résulte de la classification des métamorphoses 
des fronts, car les difféomorphismes conservant le front de À, sont 
h-relevables (pour les détails nous renvoyons à [23)). 

Pour nr < 3 l'application générique h ne peut avoir que des sin- 
gularités de Whitney. 


Corollaire. Les métamorphoses dans les familles génériques à un 
paramètre d'applications d'espaces de même dimension k < 2 sont 
fortement équivalentes à celles définies par les germes en 0 des applica- 
tions suivantes : 


k yæ=h(x) 1 

0 y=T y, +y° 
y=< +y 

1 Y1 = T1, Ya = Le Yi EYÎ + Yi 
Y1=Tf, Ya Lo Vas +1 + Yi 
Yi= Zi Tito, Ya = To Lys 

2 Y1= Tir Vo = Tor Vs = Ts Yi Yi E V5 + VS 
V1 = LŸ, Yo Te, Ya = T9 Ye, +1 + Yi + 
Yi= TT + Z1To Ye = Ta, V3 = T3 Ys, +ÿe + y 
Yi=T)+ Tr? Tati, Ya = Te, + Yo 
Ys = T3 


D'autres problèmes géométriques conduisent à la classification 


des diagrammes d'applications R MN. 

Considérons par exemple le problème de l'enveloppe d'une fa- 
mille à un paramètre d'hypersurfaces dans N = R". Dans ce cas f 
est une fibration auxiliaire R'—- R et À une application de plonge- 
ment des fibres de f dans l’espace ambiant R". L’enveloppe est l’en- 
semble des valeurs critiques de z. 


Exemple. Les formules h: y, = x°, Ye = Ze, f = Z1 + 22 défi- 
nissent une famille de paraboles y, = (c — y.)° à tangente commune 
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Théorème (N. Nikichine, 1975, cf. [23]). Si hk est application d'un 


pli et f est générique, alors le germe de diagramme R — Re “+ R' 
en chaque point du pli est formellement équivalent à un des germes sui- 
vants en 0: 


h : Yi = T\, Us = Ls (s > 2), 
TELE... LL, Tite + Ta 


Exemple. Pour nr = 2 on a trois formes normales: soit f = x, + 
+ ze, Soit f = 2, + 25, soit f = Ze + Lite + xi. 

Pour les familles à un paramètre de courbes planes définies par 
ces formules, nous avons respectivement : 

1) un point générique de l'enveloppe ; 

2) un point où les courbes perdent le contact avec l'enveloppe, 
lorsque deux points de tangence avec l'enveloppe se confondent 
(« métamorphose W — U »); 

3) un point de rebroussement d’une courbe de la famille sur l’en- 
veloppe (« métamorphose y —+ U »). 

On peut déduire les courbes de la famille à partir du parapluie 
de Whitney dans R$ en faisant ses sections par des plans transversaux 
parallèles. 

J. P. Dufour a démontré des théorèmes analogues pour le cas 
différentiable [92], (93). 

En situation holomorphe, malgré la forme normale formelle 
simple, on a des modules fonctionnels ; autrement dit, le type holo- 
morphe d’un germe de diagramme dépend d’une fonction holomorphe 
arbitraire (S. Voronin [316]). 

Pour le problème des diagrammes 


(où À est une fronce de Whitney et f,,: des fibrations transversales), 
la forme normale formelle s'écrit 


Ri ya = Zi + Tito, Ye = Los 1 = LT Flo fa = Li — Lee 


J. P. Dufour a montré [91] que cette forme normale est aussi 
valable dans le cas différentiable. Quant au cas holomorphe, S. Vo- 
ronin a montré que le diagramme ne peut pas en général être réduit 
à une telle forme normale. Cela est lié à la divergence des formes 
normales pour des applications holomorphes de (C, 0) dans lui- 
même de nombre propre 1, qui se décomposent en produit de deux 
involutions. Pour cette raison on constate la divergence déjà pour 
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le diagramme C <— C — C dont les applications admettent un point 
critique commun [317], [97]. 

Pour une équivalence ordinaire (non forte), les formes normales 
formelles des germes génériques de diagrammes R <— M — N, où 
dim M = dim N = n < 3, sont les suivantes (cf. [22], [23]): 


n , 
Yi = Ti, Va = Lo Li Tor T1 + Z4, Ze + Z1TZa + 7 


ñ MN J: MR 
1 Yy=ZT z, x 
y=2° z+ p (z°) 
2 Yi = Lis Ya — Le Ts +zrf + 25 
Yi Ti + Tite, Ya Le +tz1+® (k (z)) 
3 Yi —Tis Ya = Lo, V3 = T3 Ty HR +T 
Y1= TZ Va Tes Ya = Ts Lite, T1 ETS HE 2, Lo + Zita, 


Ta Æ Zita +2 + 2125 

Yi= Ti Tite Ve Tes Va = Ts | Titrs, 2 + 73 P (Y1 (x), Ya (x)), 
Za + TZ? +219 (Ya (z), Ye (x)) 

Yi ti tzti+zsti, Ya ta, | ++ (y (x) 

Ys = T3 


22.5. Classification des singularités des enveloppes convexes. 
À l'étude des singularités legendriennes est étroitement lié le pro- 
blème des singularités des enveloppes convexes de surfaces dans 
un espace vectoriel. 


Théorème 1 (voir [341]). Pour des surfaces génériques compactes 
dans R°, un germe d'enveloppe convexe en chaque point peut être réduit 
par un difféomorphisme local de l'espace ambiant à un des germes sui- 
vants en 0 


1),:z= 0; 
2) z = 0 pour zx <L0, z = r° pour x >0; 
3) z = 0 pour z<<0,y<L0;: z= 2°" pour xz>0,y<Lz; 
z= ay" pour y>0,y>ax; 
z=2+ (&œ —1) (x — y)" pour zx < y <L ax, 
où « >>1 et (x, y, z) sont des coordonnées dans Re. 


L'enveloppe convexe représente globalement la réunion d’un 
nombre fini de surfaces différentiables développables avec bord ou 


: 


% 
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angles qui sont difféomorphes à un triangle (7), à un carré (Q), 
à un cercle (S), à un demi-cercle (D) et à un cylindre (C), ainsi que 
d'un nombre fini de surfaces convexes (U). Entre parenthèses sont 
indiqués les nombres de surfaces de chaque type; on a 3T — D — 
= 20,T+U+S—Q>1. 


Théorème 2 (voir [255]). Pour des courbes génériques compactes 
dans R°, un germe d’enveloppe convexe en chaque point peut être réduit 
par un difféomorphisme local de l’espace ambiant à l’une des sir formes 
suivantes : 


4) z=0; 
2) z = 0 pour x << 0, z = x° pour x >0; 
3)z= 1x; 


&) y = 4u + 2ru, z = 3u$ + ur, où 2u® + x > 0 
(queue d'aronde tronguée) ; 


5) z= x? pour zx >0,y<z; 
z = 0 pour x <<0, y<LO; 
6) z> zx° pour x +y=0; 5: = zx" pour 0Lr< —-y; 
z = y? pour 0Ly<L —z; z2= 0 pour rzLO, yL0. 


Les singularités des enveloppes convexes de variétés génériques 
de dimension À dans R" pour # et nr grands ne sont pas classifiées. 
D'après V. Sédykh, des modules existent exactement pour 
max (%, mr —hk — 1) > 2. Dans le cas 1 << # < nr — 3 on a toujours 
des modules fonctionnels qui sont des fonctions de * variables, et 
dans les cas À = n —1 our —2, n>5, de >1 variables. Pour 
k = 2, n = 4 le nombre des modules serait 2 (cf. [248], [256] à [258]). 

On rencontre les singularités d’'enveloppes convexes en théorie 
du contrôle optimal. Considérons par exemple les vitesses auxquelles 
un système quitte en un point donné l’espace de phases pour toutes 
les positions possibles des gouvernes. Ces vecteurs forment un en- 
semble appelé indicatrice des vitesses. Supposons que l’indicatrice 
soit une variété différentiable mais non convexe. Alors, compte 
tenu des stratégies mixtes, les vitesses de sortie forment l'enveloppe 
convexe de l'indicatrice. 

L'ensemble d'atteignabilité du but est l’ensemble des points de 
l’espace de phases à partir desquels on arrive à atteindre le but au 
bout d’un temps fini. La classification des singularités d’enveloppes 
convexes constitue précisément une des étapes de l'étude des singu- 
larités de la frontière de l’ensemble d'atteignabilité. 

Considérons, par exemple, sur une variété fermée de dimension 2, 
un système commandé défini par un champ différentiable d’indica- 
trices ; soit le but une courbe fermée différentiable. A. Davydov 
a établi une classification des singularités de la frontière de l’en- 
semble d'’atteignabilité pour les champs d'’indicatrices et les buts 

Cd 
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génériques. À un difféomorphisme local près, elles sont les mêmes 
que les singularités en 0 des courbes y = 1° sgn x et les singularités 
des images des courbes y = (1 + c sgn x) | x |® par une application 
pli. Les singularités de ces types apparaissent de façon stable, tandis 
que toutes les singularités plus compliquées de la frontière de l’en- 
semble d'’atteignabilité peuvent être supprimées en faisant bouger 
le champ d'indicatrices. Dans le premier cas on a &« = 4, 2 ou 3 
(cf. [31] et aussi [78], [791)). 


22.6. Cobordismes lagrangiens et legendriens. Une variété la- 
grangienne dans l’espace de phases décrit, au niveau de l'optique 
géométrique, un état ondulatoire dans l’espace de configuration. 
L'état ondulatoire à l’intérieur d’un domaine définit celui à sa 
frontière. Nous sommes ainsi conduits à la notion du bord lagrangien 
d’une variété lagrangienne. 

On dit que deux sous-variétés lagrangiennes immergées d'espaces 
de fibrations cotangentes sont Lagrange-cobordantes si leur diffé- 
rence est le bord lagrangien de la variété lagrangienne immergée. 

Le cas le plus simple où l’on rencontre des cobordismes legen- 
driens est le suivant. Considérons un front d'onde qui se propage 
dans l'air. Les traces laissées par le front sur le sol peuvent avoir 
des types topologiques différents à des instants différents, mais 
elles (ou plus exactement les variétés legendriennes correspondantes) 
restent Lesendre-cobordantes. 

Les classes de variétés immergées Lagrange (Legendre)-cobordan- 
tes forment des groupes. 

Le groupe des classes de cobordisme lagrangien orienté de courbes 
planes orientées est isomorphe à Z + KR (les invariants sont l'indice 
de Maslov et l'aire). 

Le groupe des classes de cobordisme legendrien orienté de courbes 
legendriennes orientées dans la variété des 1-jets de fonctions 
JT(R, R)est isomorphe à Z. Le générateur de ce groupe est la classe 
d’une courbe dont la projection dans la variété des O-jets a la forme 
d’un nœud papillon (ou huit aux sommets pointus). 

Un front d'onde de dimension un (orienté et équipé, i.e. orienté 
transversalement) sur un plan ou une sphère est Legendre-cobordant 
à plusieurs nœuds papillon (plus exactement, sont cobordantes des 
sous-variétés legendriennes de la variété des éléments de contact). 

Le groupe des classes de cobordisme legendrien de fronts orientés 
et équipés sur le plan projectif est lui aussi isomorphe à Z, mais 
son générateur est la classe d’un front avec un point de rebrousse- 
ment et un point d'inflexion y° = x* (le nœud papillon est un géné- 
rateur double). 

La classe d’un front orienté équipé sur le plan projectif est définie 
par le nombre des points de rebroussement compte tenu du signe. 
Ce nombre est aussi égal au nombre des points d’inflexion : on admet 


&g 22] BIFURCATIONS DES CAUSTIQUES ET DES FRONTS D'ONDE 309 


que l’inflexion est positive si la courbe traverse le point d’inflexion 
en s’éloignant de la normale d'équipement. 

Le lecteur trouvera de plus amples détails sur les cobordismes 
lagrangiens et legendriens dans [28], où sont données des définitions 
formelles et sont calculés différents groupes des classes de cobordisme 
de fronts. sur des surfaces de dimension deux. 

Il y a quelques années, [a. Eliashberg a réduit le calcul des grou- 
pes des cobordismes lagrangiens et legendriens à un problème d'’ho- 
motopie. Par exemple, le groupe des classes de cobordisme legen- 
drien orienté de sous-variétés legendriennes dans J!'(R'", R) est 
isomorphe à un groupe d’homotopie stable 


lim fn+x (TA), 
Rk — 00 


où À, est une fibration tautologique au-dessus de la variété grass- 
mannienne des plans lagrangiens orientés dans R°*, et 7 veut dire 
« spectre de Thom ». 

V. Vasiliev [312] a construit sur les variétés lagrangiennes ct 
legendriennes des classes caractéristiques duales aux strates d’une 
classification des points critiques de fonctions (l’indice de Maslov 
correspond à 4, il y a une classe de dimension cinq correspondant 
à A4 ou à Es, etc.) (cf. [471 à [49] et aussi [68], (3131). 


POSTFACE 


Depuis 1982, année de parution de notre ouvrage en russe, la 
théorie des singularités s'est enrichie de nouveaux résultats. Citons 
entre autres le calcul par C. Wall du « second domaine de bonnes 
dimensions » (où les applications typiques n'ont pas de modules 
fonctionnels) [323], la démonstration des hypothèses sur la semi- 
continuité du spectre [302] à [304], [270], la théorie des queues 
d’'arondes ouvertes, la découverte d’un lien entre les variétés lagran- 
giennes et legendriennes à singularités avec les structures symplec- 
tiques et de contact de variétés de formes binaires et de polynômes 
[30], (341, [35], [117], [118], l'inclusion, dans le cadre de la théorie 
des singularités, des groupes de réflexions H, et H, (140), [196], 
[263], [264], [307]), la classification des projections, d’un espace tri- 
dimensionnel dans le plan, des surfaces génériques de dimension 2 
([36], [241], 1242], [262], le calcul de l'anneau des cobordismes 
legendriens ([47] à [49], [50], [51]), la théorie des singularités à bord 
lagrangiennes et legendriennes ([89], [260], [261]), la théorie des 
singularités des puissances des formes de volume f (dz}®, y compris 
les structures de Poisson dans le plan ([40], [41], [174], [183], [305)), 
la classification des singularités des équations différentielles impli- 
cites ([79], [93]), des frontières d'’ellipticité [214] et des frontières 
d'hyperbolicité (A. Weinstein, B. Shapiro, 1985), les limites de 
l'espace des systèmes fondamentaux de solutions (M. Kazarian, 
1985), des frontières de l’ensemble de matrices stables [190], des 
bords d’enveloppes convexes de [257], [258], du diagramme de bifur- 
cation de champs de vecteurs homogènes dans le plan (B. Hessine, 
1985), la démonstration des formules du type Atiyah-Singer pour 
l'indice de points singuliers du champ potentiel ([141], ([306)), 
l'apparition de F, dans la géométrie des surfaces à bord dans l’espace 
euclidien tridimensionnel [260]. 

J. Nye [228] a remarqué que toutes les caustiques d'applications 
lagrangiennes ne se réalisent pas globalement en optique:-le fait 
que la variété lagrangienne correspondante appartient à la surface 
de niveau d’un hamiltonien quadratique convexe par rapport aux 
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impulsions impose des restrictions globales à l'existence de singu- 
larités lagrangiennes. Il en découle que certaines métamorphoses des 
caustiques sont irréalisables en optique. En particulier, ne se réalise 
pas en optique la naissance d’une « soucoupe volante » (4,, sur 
la figure 64, p. 302). Une théorie topologique générale de ces phé- 
nomènes est proposée par You. Tchékanov, 1985. Elle utilise essen- 
tiellement le fait que la direction caractéristique n'appartient pas 
au cône tangent à la variété des points critiques de la projection 
lagrangienne. 


Certains nouveaux résultats sont exposés dans (36] à [39], (43), 
(44), (57), [160], [266]. 
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